CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA "SEVER AUREL GROZE"
Editia a IV-a, Masaud, 6-8 mal 2016

V-

1. Suma a trei numere naturale este 60. Aflapi numerele stiind ¢d dacd mdrim cu 4
Jjumdtatea primului numir, cu 8 jumitatea celul de al doilea numdr si cu 12 jumatatea

celui de al tretlea numdr obtinem trei numere consecutive (in aceastd ording).

2. Trel stertun dintr-un numdr fac cit doud cincimi din alt numér. Aflati cele doua

numere stiind ¢d diferenta lor este 21.

M e, FINIFS
3. Se considerd sirul: 1, 4, 13, 40, ...

a. Scriefl urmdtorii patru termeni ai sirului,

Barem de evaluare

1. | Fie a, b.c cele trei numere a + b + ¢ = 60 si | p
% + 4.% + B.% + 12 sunt numere consecutive } P
b _ - _ fa P
;+ﬂ—(;+ﬂ+4nw;+1l_t+4)+2
Din7+8=2+5|-5=2+3=%-22b+6=a=b=a-6 lp
e a [ a
- = e - = == | = |
2+12 2+||:’.::--2+E: F=2Cc=a 12 P

inlocuind in a + b + ¢ = 60 obfinem:
a+a—-6+a—-12=60=3a-6-12

=Eﬂ|+6=3ﬂ—12=66 +1i=3a=TB=a0=26 Ip

b=20;c=14 Lp
2. | Fie }'.jﬁi :.l'l.'l:!t d::uﬁjnurr;_l:rt I p
Din-x =Z-ysi ;> -avemy >x lp
y—x=2l=y=x+21 'p
3 2 |
—r == : P
i 5IZ.1|r+21}I| 20

15x = 8x + 168| — 8x
Tx=168=2x=24

y=24+21=2y=45

—
= = a3

—

3. | a) Fiecare termen al sirului se afla din precedentul inmultit cu 3 si adunat cu 1,
Urmatorul termen este 403+ 1 =121, apoi 1213+ 1 = 364,364 -3 + 2
1=1093;1093 -3+ 1 = 3280
b) Cum 2016-1093=923, iar 3280-2016=1264, termenul cel mai apropiat de | 2 p
2016 este 1093

==

Rezolvarea prin alte metode (de ex. figurativ) se puncteazi corespunzator.

Aflarea solufiel  prin incercart ™ s¢ noteazd oo maxim 3 p.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA "SEVER AUREL GROZE"
Editia a IV-a, Nasaud, 6-8 mal 2016
Enunturi $i barem, clasa a V-a

1. Sunt scrise lg rand 2016 de cifre. Oricare doud cifre vecine formeazd un numér care se
descomplne ca produs de fred numere prime distincta.
5d se afle cifra situatd pe pozifia 1008.

Solutie:
Cifrele prime sunt 235517 =230=2-3 ' 5;42=2-3- 7,70 =2-5-7; (4-5-7=105) 2p
Putem avea ca facior prim siun numarde 2cifre = 66 =2:3-11; 78 =2-3-13 p
Orice alt produs de factori primi va fi un numar de cel putin 3 cifre 1p
Pentru ca numardl formatl de arlcare 2 cifre vecina 58 alba proprietatea din enun, trebule ca
ultima lui cifra a primulul numar de 2 cifre 53 fie pima cifrd a urmatorului s.a.m.d, == ip
singura varantd posibild e ca foate numerele de 2 cifre 53 fie 66 => p
pe pozifia 1008 =e afli cifra 6. ip

2. Un numér abe se numeste n-norocos dacd a+b+c=n gi abe i n,
Fig B = {n € N|existi un numarn — noroecos].

Ardtali cd muliimea B are cel pufin 20 de elementa.

Solutie:
Pentru n numér de o cifrd, n00 i n = {1,23456789]c @ 2p
Pentrun = 2p, p € {56789, pp0in = [10,12,14.16,18} C B 2p
Pentrun = 3p, p € {5789), pppin ={1521,2427]c B ip
al5i11=11€8 ip
Se gaseste unul din urmatoarake 247 © 13,476 : 17, sau 874 3 19 = card (B) = 20, ip

3. Aflali numerele abcde stind cf abede = ab-(a+ b +c+d + ).

G.M. 22016
Solutie:
ab- 1000 +cde =ab-{a+b+c+d+e)F
cde=ab [fa+b+e+d+el —1000]=a+b+ctdtes32 1p
Dacia+b+c+d+e =34 = cde = 10+ (34° — 1000} = cde = 1560(fals) =
a+ b+ cdd+ee [32,33) ip
Dacia+b+c+d+e=33= cde =ab- 89 = ab € {10,11} care nu convin = ip
a+b+c+d+e=32sicde =ab-24 = cde = 240a + 24b =
W+ 9d +32=2243a+27h = (2o +2h) = 2a4+Zh=4:9 = ip
a+b-2)i90:20 =1=a4+b-2:i9 =2a4+be2ll}=> ip
Deparece 50-24 = 1200 @ a < 4= a=1bh = 1 = cde = 264 nu verifici
-::=2.£:=9:%=29'24=6‘:‘1ﬁ,2+9+ﬁ+9+ﬁ=32:ﬂb%usalu;l& ip

a=13b=8= cde = 3824 = 912 nu verifici
a=4,b=7=cde=47-24 = 1124 fals ip
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA "SEVER AUREL GROZE"
Editia a IV-a, Nasaud, 6-8 mai 2016

Enunturi i barem, clasa a Vl-a

1. Determinall numerele naturale x, 2000 < x < 3000, care impértite la 6, 7 s 11 dau
resturiie 3, 1, respectiv 4,

GM 32008
Solutie:

x=6,+3 |-15
x=T-cp+1 |—15}=r 2p
x=11"cy+4|-15
r=15=6-(c;—=2)
x—15=7+(c; —2) } = 1n
x—15=11"(c;— 1)
r—15: 06
x—lSE?{==:r—155[E.,?,11]=:- 1p
x=15:i11
¥—15:d462=xr—-15 =462k = x =462k + 15 = 1p
2000 < 462k + 15 < 3000 = k € {56} = x € {2325,2787) 2p

2. a) Gasili toate numerele naturale de 4 cifre, formale din cifre de 6 5i 8, care sunt
divizibile cu 32;
b) Ardtali cd existd un multiplu al lui 2016 format din cifre de 6 gi 8.

Solutie:
a) n:32=n:4=u(n) € |6888] 1p
= n € |b668,6868,86068 8868 6688, 6888 8688 B3EE |
Pentru uz{n) = 68 = n + 32 € {6700,6900,8700,8900], nu sunt multiplii de 32, etc., sau
se verifica direct, prin caloul, ca singurul multiplu de 32 este 6688. 1p
b) 2016 =2%-32-7 1p
Cautam un multiplu de 32 care se scrie doar cu cifre de 6 si 8. L-am gasit pe 6688,

Fie a, = 6688

iy = 66EH6608E

54 = H6E8 . HGES
256 de cifrd



Avem 64 de numere sl 63 de restun posibile la impériirea cu 63 =(folosind principul
cutiei) cd existd cel pufin 2 numere, ai si aj, i=j, care dau acelasi rest la impartirea cu 63

p
=ai-aji 63 < 6688 ...6688 — 6688 ... 6688 | 63 < 6688 ... 668800 ...0: 63
4i cifre 4) cifre #i-4)cifre  djcifre
= 66BB .. 6688 -10* 163 (1) 1p
ai=4) cifre

Dar 63 = 37 -7 == (10%,63)=1 (2)
Motdm n = 6688 ... 6688

[ttt

di—ajcifre
Din (1) si (2), folosind lema lui Gauss == n ! 63 1p
n = 6688 ... 6688 = 6688 - 10001000 ...10001 : 32 = n ! [63,32] = n : 2016. (g.ed.) 1p
#—4j cifre i—jae1

3. Se considerd AABC isoscel AB=AC, cu m(<E) = 307, Paralelele prin B s C fa AC,
respectiv AB, se infersecteazd in punciul D, iar punctele M € (BD)si N € (CD). 54 se
demonsireze cd (BM) = (DN) = AAMN este echilateral.

Solutie:
AABC isoscel (AR = AC) = m{€ACE) = m(2ABC) = 30° ip
m{4ABC) = m{«BCD) = 30" (alt. int.); analog m(<ACE) = m{aCBD) = 30° =
m{=LBCD) = m(2CBD) = 30" = ABDC isoscel = ip
BD = DO = AD mediatoarea lui [EC] = AD bisectoare in AABC 51 ABDC =
m{2DAB) = m{<BDA) = 60" = AABD echilateral = AR = AD ip
sim(«ABM) = m(<ADN) = 60"
"=" BM = DN = AABM = AADN (L. U L) = AM = AN 1p
Dar m{«BAM) = m(IDAN) = m(aMAN) = m{«BAD) = 60" =
AAMN isoscel cu un unghi de 60% = AAMN echilateral. 1p

"=" AAMN echilateral = m(«MAN) = 60° = m(<BAD) = m(«BAM) = m{aDAN) 1p
siAM = AN: AB = AD = AABM = AADN (L.U.L) = BM = DN, 1p
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Enunfuri i barem, clasa a Vil-a

1. Fie x,y € R, astfel incatvx? — 22x + 130+ Jy? + 12y + 45 = 12
Ardtali ca x>y,

Solutie:

VT —22x + 130+ .y + 12y + 45 =12 & f(x — 11 + 9+ (¥ + 67 +9 =12 1p

Cum. f(x—112+9=3s5i/(v+6)2+9=23 = ip
Vii—22x+130<12-3 = (x- 111 +9<8l e x-11)} <72 1p
ATZsx—11sVT2 =11 -6I<x=11+6V2 1p
JIr+EE+9s12-3 & (y+6)+9sBl e (y+6) ST ip
T2 =y +6=yTle b-WZIsy=s—6+6y2 ip
Dar 1242 < 172y < -6+ 642 < 11 — 642 < x(g.e.d.) ip
2. 58 se determine toate numerele intregi X $i y care verificd egalitatea
i+t i it +1=92.
Solutie:
Grupand termenil cite trel, membrul stang se descompune In factori si ecuatia devine 1p
(x2+x+ 1)(x* + 1) =y~ ]
Avemzx® +x+1=(x+ %}2 + 3 = 0, pentru orice numir real x. Ip
Cum ¥* =0 deducem ¢d x* +1=0,deci x = —1. Pentru x = =1 obtinem ¥ = 0, iar
pentru'x = () obtinem ¥* = 1L, adiciy = +1.
Fie x = 1. Observam ca daca (x, v) este o solufie, atunci $i perechea (x,—v) este o solutie.
Putem considera y > 0. Atunci y* = 2% + x* + x¥ + x® + x + 1 = 6, deci y = 6. Cum y
este un numér natural obtinem y = 3.
Lemd: Pentru orice numdr natural x numerele x* + x + 15 x® + 1 sunt relativ prime. ip

Intr-adevir, presupundnd contrariul, rezultd ci existd un numdr prim p astfel incit




plef +x+1 si ple + 1. Cum x* + 1 = (x + 1)(x* — x + 1) se divide cu numirul prim
p, rezulti cd plx + 1 sau plx? —x + 1,

Atunci p|(x®* + x + 1) — (x + D saup|(x® + x + 1) — (x* — x + 1), adicd p|x? sau p|2x.
Rezultd ci plx sau p|2.

Dacd p|x obtinem p|(x® + x + 1) — (x* + x), adici p|1, absurd!

Dacd p = Z obtinem p|(x* + x + 1) = x(x + 1) + 1, imposibil, deoarece numdrul x(x + 1)
este par.

Dacd y = p,"* ... p, ¥, este descompunerea in factori primi a lui y, atunci 3p

(2 +x+1x*+1) = pfm‘ pﬁ"“*.
In virtutea lemei obtinem ci x? + x + 1 5i x* + lsunt pitrate perfecte.
Fie x + x + 1 = a®, unde a este un numir natural. Cum x = 1, deducem cia = 2.
Deoarece ecuatia de gradul al doilea x* + x + 1 — a® = 0 are solutii intregi, trebuie ca
A=1—4{1— a*)si fie pitrat perfect, adici 4a® — 3 = b*, unde b este numdr natural,
Atunci (2a — b)(2a + b) = 3 si cum a, b sunt numere naturale deducem ci
20—th=1s5i2a+ b=3 Adunind cele doua relatii obtinem a = 1, imposihil!
in concluzie, perechile {x, y) care verifici cerintele problemei sunt:

(-1;0], (0;1], (0;-1)

3. In triunghiul dreptunghic ABC cu m(«BAC) = 90", bisectoarea [CD a unghiului ACB,
D e AR intersecteaza perpendiculara in B pe BC in punctul E. Stind ca
CE*=8AD-BD, calculati unghiurile triunghiului ABC,

GM. 1272015
Solutie:

mi{aBEC) = 90" —m{«aBCD) = 90° — m(2ACD) = m{2ADC) = m(«BDE) =

ABED isoscel = BE = BD 1p
Fie BM L CE = BM e indltime i mediand in ARED isoscel = EM = MD = % 1p

AD  pc ED

Mﬂf»ﬂMDH{U.U.}:&E_E=&AD-BD—?-Dﬂ':h 1p
c53=ﬂ-%rﬂc=+ﬁﬂ~ﬂc= 1p
(ED+DCY =4-ED-DC=ED* +2-ED-DC+DCr=4-ED-DC = 1p
ED? —2-ED-DC+DCi=0=(ED—-DCY¥ =0=ED=DC= 1p

ABED echilateral = m(2ABC) = 30%, m(<ACH) = 60°, 1p
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Enunturi i barem, clasa a Vill-a

1. Se considerd mullimea A={a” +& +1|a.hes N*}
a) 5a se arate ¢ mullimea A contine o infinitate de patrate perfecte

b) Dacad «x, v,z sunt trei numere naturale pare, atunci x* +1" + 2" & 4

c) S& se arate cé, dacd xe A, atunci x° poate fi scris ca sumé de trei patrate
perfecte nenule.

Solutie:

a) Pentrua=2k’ sib=2k = @ +F +1=4 +E +1=(2k" +1)°, keN 2p

b} Daca x=2k atunci x =4k’ =M- 1p
= 0 42T My dar @ BT+ 1E M +1; M 42; M 43) 1p

c) =l +# +1f =a' +b' +1+ 2070 + 287 + 20" = 1p
=gt b 14200 =20 =20 1 dat 14 = 1p
=a? + 5 —1] +(2a) +(2b)° 1p

2. In cubul ABCDA'B'C'D' de muchie a se considerd punctele M si N mijloacele
muchiilor [AB), respectiv [CC). Daca [Pl = DB n CM si {Q} = BN n B'C, calculati:
a) distanta de la punctul A’ la dreapta de intersectie a planelor (BDQ) si (ABD)
b) masura unghiului dintre dreptele PQ si A'D.

G.M, 22016
Solutie:
a) NotAm A'B N AR = [(0LBNNB'C' = [TLDC' nA'T = {E}
(BDQ)=(BDT) 5i (AB'D)=(AB'TD)= (BDQ) n (AB'D) = DT 1p
AE =222 4T = aV54'D = av2 1p

in AC*DT dreptunghic in ¢’ s T = av’3 1P



e R
AT = DT? 4 A'D? == AA'DT dreptunghicin D = d{A',DT) = A'D = avZ.

b) A'DNE'C = m(2(A'D,PY)) =m(2(B'C, PQ)) = m(2B'QP)

MC = ‘“@ PE_—M.':_“iE FB_—ﬂﬂ_ﬂ PR u3+1—:2=":2

5 . TStewart

In APE'C ——— PQ?-B'C = PR'2-QC+ PCE-B'Q— B'Q-0C-B'C=
2 _lpp?  Zpre_Zpiez _ 102

=Pt =1PB? +ipct-ipci=1a

2 4 2 R
Dar PQ? + B'Q? == + 2 = 5 = i —= m(<B'QP) = 90°.

. 54 se determine toate numerele intreq n pentru care nomdrul
N=(n?—-n+1)n?+3n+1)

este pdirat perfect.

Solugie. Avem %

N=mP—n+ln?+dn+1)=[n=12+n][n+1)"+n]=

M —1P 1ot + I+t =(n? =1 +2n* -1 +2n+n'=
=(n? =12+ 2n* —1n+n® +dn=(n' +n—1)" +dn

Pentru n = 0 svemn N = 1. Vom arfita cii pentru n # 0 numirul N nu
este pitrat perfect.

Pentri i = 1 avemn N = 5, care nu este patrat perfect. Dacl n = 2 avem
inegnlitatile

[nF.|.n-1’;*.e_:{n=+n_1’]1m4n{{ﬂ2+ﬂ—l+l]1

Inegalitatea din stings este evidenti. Inegalitatea din dreapta este echiva-
lenth cu 4n < 2(n® +n — 1} + 1, adicd 2n — 2n — 1 > 0, ndevid ratd pentru
orice numis patural n = 2. Prin urmare npumBirul & oo poate f pitrat
perfect pentru orice .= 1

Pentru n < —1 procedim astfel Verificim prin calcal direct e pentru
= =1, =2 —3, pumiral N pu este patrat perfect. Doacdi n < —4 avem
megalitaiiile

¥ n—1-1P < +n-1 +an<(n?+n-19

Inegalitatea din pa::hea dreapti este evidenti Luagn.ht-amu din stinga este
gchivalentl cu =2(n? +n — 1) + 1 < 4n, adicit 20 4+ B — 3 = 0, adevirati
pentru orice numdr intreg n < —4. Deci N nu este pitrat perfect pentru
arlee mo= =1.

in concluzie, singura solutie este n = 0.

1p

1p

1p



