Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati

12 februarie 2011
Clasaa V-a

Problema 1.

La un concurs de matematica la care au participat 300 elevi, s-au dat de rezolvat patru
probleme. Stiind ca 295 elevi au rezolvat prima problema, 238 elevi au rezolvat a doua problema,
253 elevi au rezolvat a treia problema si 117 elevi au rezolvat a patra problema, cati elevi au
rezolvat toate cele patru probleme?

Guita Visilina, profesor, Galati

Problema 2.
a). Sa se demonstreze cd numerele 13 si 169 se pot scrie fiecare ca suma de patru
numere patrate perfecte.

b). Sd se demonstreze cd numarul 13" poate fi scris ca sumad de patru numere patrate
perfecte, pentru orice numar natural nenul 7.

Dudau Mitica, profesor, Galati

Problema 3.

Se considera primele zece numere naturale care sunt, simultan, patrate perfecte si cuburi
perfecte.

a). Suma celor zece numere de mai sus este divizibild cu 2 ? Dar cu 5?

b). Sa se scrie divizorii i multiplii numarului natural k =1+p+% , unde p este produsul

numerelor din enunt, iar ab este un numar prim avand suma cifrelor maxima.
Duma Vasile, profesor, Galati

Problema 4.
Spunem cd numarul natural a este “fratele” numarului natural b dacda a#b si
numadrul a se obtine din rearanjarea cifrelor numarului b . De exemplu, 2011 este fratele lui 1210.

a). Cati frati are numarul 1020112 9

b). Dar numarul 10211 —12 2
Baroni Marian, profesor, Galati

Nota Toate problemele sunt obligatorii
Timp efectiv de lucru 3 ore
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7



Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
12 februarie 2011
Clasa a V-a

Barem de evaluare

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda

punctajul maxim corespunzitor.

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru

rezolviri partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
Presupunem ca fiecare elev a rezolvat exact 3 probleme.Atunci toti elevii au 3p
rezolvat 300 - 3=900 probleme
Numdrul problemelor rezolvate de toti elevii =903. 2p
Diferenta de 903-900=3 probleme reprezintd numarul elevilor care au rezolvat 2p
cel putin 4 probleme. Asadar cel putin 3 elevi au rezolvat 4 probleme.
a).13=22+22 422+ 1% 2p
169=132 =107 +8% +2% +1° 2p
b). n=2-k+1, keN 2p
2 2 2 2
1326+ Z 132k 132 (13k -2) + (13" -2) + (13" -2) +(13") :
n=2-k keN* Ip
137 = 1377213 = (134 ~10)2 +(13 -8)2 +(13 ~2)2 +(13"“)2;
a).
§=0°+1°42%+..+9° )
P
u(S)=0+1+4+9+6+5+6+9+4+1=5
Ip
S:5, dar S nu se divide cu 2.
b). P=0 1p
ab=89 1p
k=90=2-3%.5 ; Doy = {1,2,3,5,6,9,10,15,18,30,45,90} ; Zp
My, = {0,90,180,270,360,...}
a). 2010 frati 3p
b). 2.021.054 frati 4p




Olimpiada de Matematica — etapa locala- Galati
12 februarie 2011

CLASA a VI-a

Problema 1.
a). Sd se demonstreze ca numarul » =237 +462°%° +18°% se divide cu 5.
b). Sa se determine numerele de forma 3a7b divizibile cu 45.

¢). Sa se determine cea mai mare $i cea mai mica fractie de forma

—— care se simplificd cu 45.
Ix6y

Problemai selectatd de Zamfir Romeo, profesor, Galati

Problema 2.
Sa se calculeze media aritmetica ponderata a numerelor naturale de forma ab ,a#0, b#0,

a este numar natural prim, stiind ca numarul ab+ba—3- (a + b) este numar natural patrat perfect,

iar fiecare numar ab are ponderea egald cu cel mai mare divizor comun al numerelor a si b.

Solomon Cecilia, profesor, Galati

Problema 3.
Sa se compare numerele:
1 2 3 2011
a=—+—+—+..+——
2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3
b= —+—+— —_— |+ =ttt —— || ==+ +— |+
3 4 2012 3 4 5 2012 4 5 6 2012

1

2

+(2009 2009 2009)+(2010+2010j+2011‘
2010 2011 2012 2011 2012) 2012

Rodica si Dumitru Balan, profesori, Galati

Problema 4.
In interiorul unghiului £40D, se considera punctele B si C astfel incat punctul B se
afld in interiorul unghiului £40C, 1iar a,b,c sunt numere naturale prime care verifica relatiile:
a-m(£BOC)=b-m(£AOB),
b-m(£COD)=c-m(£BOC),
a+10-b+6-c=062.
1). Sa se determine numerele naturale prime a, b, c.

i1).Sa se determine masurile unghiurilor £40B, XBOC, £COD , daca suma masurilor lor este
126°.

Problema prelucrata de Ioana Lefteriu, profesor, Galati

Nota Toate problemele sunt obligatorii
Timp efectiv de lucru 3 ore
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7



Olimpiada de Matematica —etapa locali- Galati
12 februarie 2011 Clasa a VI-a Barem de evaluare

Punctaj
Solutie, rezolvare
a) 2p
u(237°7 ) =3; u (467" )= 6; u (18" )= 6= u(n) =5 =nis.
b). 2p
3a7b:45 —.
3a7bi5=be{0,5}
45=9.5}= . ; Numerele sunt:3870; 3375
(4,5):1 3a7b:9=a+b=8
c).Fractia se simplifica cu 45 daca 3a7b:45 si 1x6y:45. 2p
3a7b:45 = 3375,3870.
1x6y:45=1260 si 1665.
. . . D 375 Ip
Fractia mai mare este ; Fractia mai mica este
1665
a,b cifre nenule in sistemul zecimal = a+b € {2,3,4,...,18} 1p
%+E—3-(a+b):8-(a+b):4-2-(a+b):num€1r patrat perfect = 2p
2-(a+b)=numi atrat perfect 2p
() = numér par patrat perfec =2-(a+bh)e{4,16,36) = a+bhe{2,8,18) =
2-(a+b)e{4,68,...,36}
11,17,71,26,62,35,53,44,99
a=numar prim = numerele sunt: 26, 35, 53,71 care au respectiv ponderile 2,1,1,1. | 2p
M,=422.
1 1 2011(2011+1) 3p
a=—(1+2+3+..42011)=— ———+=503-2011;
2 2 2
1 (1 2j [1 2 3) ( 1 2 2010j [ 1 2 2011] 3p
b=—+| -+ = [+| —+=+= [+..+ + +..+ + + +..+ =
2 (3 3 4 4 4 2011 2011 2011 2012 2012 2012
:%+§(1+2)+—(1+2+3)+...+—(1+2+...+2010)+—(1+2+...+2
:l+2+§+__ M+%:503-2011.
2 2 2 2
a=b. 1p
i). a+10-b+6-c=62= a= numir par 2p
_ =a=2
a numdr natural prim
a+10-b+6-c=62 2p
=10-b+6-¢c=60=5-b+3-¢c=30;
a=2
5:b+3-¢=30 .
= b,c numere impare;b=3 = 3-c=15=c =5.
30 numar par
1) 3p
a=2

b=3}= 2-m(£BOC)=3-m(£40B), 3-m(£COD)=5-m(£BOC),
c=5

m(£LAOB)+m(£BOC)+m(£COD)=126°=

m(£BOC)=37°48"; m(£A0B)=25°12"; m(£COD)=63°.




Olimpiada de Matematica — etapa locala- Galati
12 februarie 2011

Clasa a VII-a

Problema 1.
Sa se calculeze expresiile:

o - ]

b) E2 -9 .(_1)2~k 43 '(_1)2~k+1 +4'(_1)2~k+2 n +2011(_1)2k+2009 , ke N* '

Problema selectatia de Zamfir Romeo, profesor, Galati

Problema 2.
Spunem ca numarul natural a este “aliat “ cu numarul natural » daca a # b, iar asi b au cel

putin o cifrd comuna in scrierea lor in baza zece. De exemplu, 2011 este aliat cu 1, cu 22, cu 200, etc.

Sa se demonstreze ca 1n orice submultime M a multimii numerelor naturale, A avand zece
elemente, exista cel putin doud elemente din multimea M care au acelasi numar de aliati in M .
(eventual zero aliati).

Conf. dr. Mihaela Baroni, Universitatea Galati
Marian Baroni, profesor Galati

Problema 3.
Pe laturile triunghiului ABC se construiesc AD 1 AB, [AD]=[A4B], AE L AC, [AE]=[AC]

( punctele D si C sunt situate in semiplane diferite determinate de dreapta AB, iar punctele B si E

sunt situate in semiplane diferite determinate de dreapta AC ).
a) Sase demonstreze ca [BE]=[DC(C].

b) Daca AN 1L DE, N € (DE)si AN "BC ={M}, sa se demonstreze ca punctul M este
mijlocul lui (BC).

Petre Bitranetu, profesor, Galati

Problema 4.
Se dau patratele ABCD si BEFG de aceeasi parte a dreptei AB cu B € (4E)

siAE=16 cm. Dacai BQ L CE, QeCE,CP LBF, P € BEsi g—g = % , sa se determine lungimile

AB si BE.
Manea Maricel, profesor, Galati
Nota Toate problemele sunt obligatorii

Timp efectiv de lucru 3 ore
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7



Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati

12 februarie 2011 Clasa a VII-a Barem de evaluare

Nr.
problemei

Solutie, rezolvare

Punctaj

E1=36.

3p

Ey=(2-3)+(4-5)+(6-7)+..+(2010-2011) = (= 1) +(=1)+(=1)+...+(~1) = ~1005

4p

Fiecare din cele 10 numere poate avea 0, 1, 2,..., 8 sau 9 aliati Tn multimea
M.
a). Dacd exista cel putin doud numere fara aliati, problema este rezolvata.

3p

b). Daca un singur numar nu are aliati, raiman 9 numere care pot avea fiecare
1,2, 3, ..., 8 aliati. Conform principiului cutiei, doud numere vor avea
acelagi numar de aliati.

2p

¢). Daca nu sunt numere féra aliati, atunci fiecare din cele 10 numere
are 1 sau 2 sau 3 sau...sau9 aliati . Rezulta conform principiului cutiei ca
existd doud numere care vor avea acelasi numar de aliati.

2p

a). [AE]=[AC]
AACD = AAEB{ <CAD = <EAB(LU.L) = [CD] = [BE]
[AD]=[AB]

3p

b).Ducem prin B paralelala AC . Fie P punctul de intersectie al acesteia
cu AM .
m(XABP) + m(«<BAC) =180 (interne de aceeasi parte a secantei).

De asemenea m(<<BAC) + m(«xDAE) =180°
Rezulta ca «<DAE = <ABP .
X ADN = «XBAP deoarece au acelasi complement <NAD .

[AD] = [4B]
ADAE = AABP{<EDA = <BAP (U.LU.) = [BP]=[AE] = [AC].
<DAE = <ABP

Avem BP || AC,[BP]=[AC].deci patrulaterul ABPC este

paralelogram si prin urmare diagonalele acestuia se
injumatatesc,deci [BM]=[MC].

4p

Discutie:
1. AB<BE
Din

CP L BF .
= PC||GE = ACBP ~ AGBE(isoscel)= BP = BC (1

GE L BF
Din AEBQ ~a ECB = o2- %  BQ_BP )
BC BE QE EF
In plus £ QBP = £QEF (au acelasi complement«BEQ) (3)

Din (2) i (3) = AQBP ~ AQEF = b -BE _PQ :% si AB+ I

EF BE QF
rezulta: AB=6cm si BE = 10cm. Q

4p

2.AB>BE:>£>1.
BE

Din demonstratia de la punctul 1., rezulta
<£:B_C :E :i<1(F)
BE BE QF 5

3. AB=BE=1=22_PQ_3 )

BE QF 5

1p




Olimpiada de Matematica — etapa locali- Galati
12 februarie 2011

Clasa a VIII-a

Problema 1. Sa se determine numerele naturale »n, pentru care existd numerele intregi a, b, ¢

astfel incat n2=a+b+0§i P =a’+b%+c2.

Guita Visilina, profesor, Galati

Problema 2. Sa se demonstreze ca :

I 11 2 1. 3 .
. a2 s ke (k1) (k+2) < (k+1), ke N,
Y k) (k+2) 2(/( k+1+k+2j si ke (koed) (ke 2) < (k1) ke N

1 1 1 (1 1 1
b), ——+—+...+ = — |
1.2.3 2.3.4 2009-2010-2011 2 [2 2010 2011)
1 1 1 5
C). I+ —=+—=+..+ <.
223 2010° 4

Popa Vasile, profesor, Galati

Problema 3.

a). Si se descompuni in factori expresia (a° +2ab—b>)* +(a* —2ab—b*)*.

b). Vom numi un numar natural “bine plasat” daca este media aritmetica a doud numere
naturale patrate perfecte nenule si distincte , $i numar natural “foarte bine plasat” daca este numar
natural “bine plasat” si este patrat perfect.

1) Sd se determine cel mai mic numar natural “bine plasat” si cel mai mare numar

natural “bine plasat” , mai mic sau egal ca 1013.

i1) Sa se demonstreze ca existd o infinitate de numere naturale “foarte bine plasate”.
Sé se determine opt numere naturale nenule p, p <1013 “foarte bine plasate”.

Bitranetu Petre, profesor, Galati
Problema 4.
Fie SABC o piramida triunghiulard cu baza triunghiul dreptunghic a4BC cu

m(£A4)=90" si a,b,c suntrespectiv lungimile laturilor [BC], [AC]si [AB] astfel incat
a+b=25, a+c=18,1iar punctul / este centrul cercului inscris in triunghiul A4BC . Daca SI este
perpendiculara pe planul bazei (ABC), SM perpendiculard pe BC, SM = 1042 , atunci:

a) Siase calculeze a, b, ¢ ;

b) Sa se calculeze lungimea ST ;
c) Sise calculeze tangenta unghiului diedru determinat de planele (SBC) si (ABC);

d) Sa se calculeze distanta de la punctul 7 la planul ( SBC );

¢) Sise calculeze distanta de la punctul B la planul (SA7).
Gusta Constanta, profesor, Galati

Nota Toate problemele sunt obligatorii
Timp efectiv de lucru 3 ore
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7



Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
12 februarie 2011 Clasa a VIII-a Barem de evaluare

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
Ridicand la patrat ambii membrii ai egalitatii n’ =a+b+c obtinem: Ip
nt=a?+b?+*+2-a-b+2-b-c+2-a-c (1).

202 22 Wy 2,2, 2P 2p
2ab+2bc+2ca<2a” +2b" +2¢” =n <3(a"+b"+c")=3n

n* <3’ cu neNzne{O,l,Z,B}; 4p
n=0existda a=b=c=0 n=2existda=0,b=c=2
n:lexis[da:l,b:c:() n=3existd a=b=c=3
a). Se demonstreaza cerintele prin calcule. 3p
b). Folosind relatia de la punctul a)., pentru k ludnd 2p
valorile 1, 2, 3, ..., 2009, obtinem egalitatea.
Folosind a doua relatie de la punctul a)., obtinem inegalitatea 2p

(a* +2ab—-b*)* +(a* —2ab—b*)* = 2p

at +4a*b* + b +4a’b—4ab’ —2a°b* + a* +4a’b* +b* —4a’b+ 4a
=2a" +4a’b* +2b* =2(a* +24°* + b
=2(a’* +b*)’

b)
2 2
i) Fie x= 222"

<1013 un numir “bine plasat”.Avem m’ +n° <2026 .

Pitratele perfecte mai mici ca 2026 sunt 1°,2%,3% ..., 44, 45” Pentru ca

media aritmetica a doud numere naturale s fie numar natural ele trebuie sa
aiba aceeasi paritate.

. e 1P+ 3
Cel mai mic numar “bine plasat”este deci =

142025 1% +45°

5

Avem 1013 = deci cel mai mare numar “bine plasat”

este 1013.

i1)Din relatia de la punctul a) avem ca:
(@ +b) = (a* +2ab—b*) +(a* —2ab-b*)’

2
Deci numerele m = a® +2ab—b> si n=a’ —2ab—b" genereazi
numere “foarte bine plasate”. Inseamna ci exista o infinitate de
astfel de numere.

Pentru a gasi numerele p <1013 “foarte bine plasate” trebuie ca:
a’+b> <31,31° =961<1013 < 32° =1024)

Avem (a,b) € {(5,1),(5,2),(4,1),(4,2),(4,3),(3,1),(3,2),(2,1)} 8
numere p <1013 “foarte bine plasate”. Acestea sunt

(5 +1°)* =26° =676,(5° +2°)* =29° =841,

(4° +1*)" =17* =289,

(4% +2%)° =20° =400,(4” +3°)* =25* =625,

(3* +1%)* =100,(3% +2%)* =169

2p

a).
(a+b+c)2 :a2+b2+c2+2~a~b+2-b-c+2-a-c}
=

Conform teoremei lui Pitagora = 2 +b%=a’

(a+b+c)2 =2.2242.a-b+2-b-c+2-a-c=

1p

b=12

(a+b+c)2 :2~(a1+b)~(a+c):>(a+b+c)2 =2.25-18= a+b+c=30={c=5

a=13




SI L(A4BC)
IM 1 BC = SM L BC(T.3. 1);
IM,BC = (A4BC)

SI 1 (ABC)
IM < (ABC)

§=0C 53025 pmisir =2
2 P

b). } =8I LIM;

aSIM (m(£SIM ) =90°) = SI =14;

c). 2p
(SBC)n(A4BC)=BC
SM 1 BC, SM < (SBC)=> £((SBC):(4BC)) = £IMS
IM 1 BC, IM < (ABC)
SI
SIM (m(SIM ) =90° M)=——=1.
aSIM (m(SIM ) =90°) = tg (£ M) =
IM L BC 2p
SM 1 BC = I1Q L(SBC)=d(I,(SBC))=10;
d)]QJ_SM
aSIM (m(1)=90°) o SEIM 1422 :}[Q:T\E
10 L SM SM 1042 5
e). Construim BD L Al . 1p

SI L (A4BC)

= SI 1 BD;
BD c (ABC)}

BD 1 81

BD 1 Al = BD L (SAI)=> d(B;(SAI'))=BD;
SInAl={I}

[A] este bisectoarea unghiuluiXBAC = m (&BAI ) =45°;

BD 1 Al =aBDA este dreptunghic, isoscel 5.2
AB =5 = BD= 5




