Clasa a VIII-a — barem de corectare

1) Fiea,b,c € (0,00) astfel ca b* < ac gi ¢ < ab. Sa se demonstreze ci

be N ac__ 4ab

ac—b* ab—c2 T a2 —bc

. . 1 1 4
Inegalitatea de demonstrat se scrie —— + 5—— 27— - oo

b ¢ ¢ a b a
b b
Notémng——>0,y:——5>0 ...........................................
b ¢ c a

si inegalitatea devine:
1 N 1 4 x4y N 4

2) Se considera doua functii f: R — R, g : R — R care satisfac relatiile:

fle=1) =2z =34 9(1) — f(1);

gz = 1) =4z +5—g(1) — f(1),
a) Determinati functiile f si g.

pentru orice xz € R.

b) Aflati, daca exista, punctul de intersectie al graficelor celor doua functii.

a) Inlocuind x cu z + 1, obtinem

(1) floy=2e=1+g)=F) 3p
g(x) =4z +9—g(1) - f(1)

f(1)=1+g(1)—f(Q1) f(1)=3
de unde = 0 2p
9(1) =13 —g(1) = f(1) 9(1) =5
Deci, din (1), rezulta f(z) =2+ 1, g(z) =4do+ 1. ..o, 1p
2x+1=y
. Asadar M (0, 1) este punctul de intersectie a graficelor. ...... 1p
de+1=y
TOTAL



3) Fie a, = n" — n, pentru orice n € N*. Si se afle cel mai mare divizor comun al

numerelor aq, as, ..., a,, n > 3.
Avem a, =(n—Dnn+1)(n* —n+1)n2+n+1). oo, 0,5p
a1 =0,a=1-2-3*-7, a3=2-3-4-7-13sideci (az,a3) =42................... 1,5p

Se aratd ca a, :42 pentru orice n € N, n > 2:

- cum (n — 1)n(n+ 1) = M 6, trebuie sa mai demonstram ca

ap:7 pentruorice n € N 2p
-scriemn=Tk+r, ke N, r=0,1,...,6, si se considera pe rand cele 7 cazuri...2p
Asadar, a,:42 pentru orice n > 1, ca urmare (ay,ag,...,0,) =42. ... ... 1p
T O T AL o P

4) Consideram un cub cu muchia de lungime VAT,

a) Sa se arate ca n interiorul cubului exista cel putin trei puncte M, N, P astfel incat
MN = NP = PM = +/53.

b) Fie ABC un triunghi echilateral de latura AB = /53 situat in interiorul cubului.
Sa se arate ca exista un punct K in exteriorul cubului astfel incat piramida ABCK sa

aiba toate muchiile de lungimi egale.

a) Vom inscrie un triunghi echilateral de latura v/53 in sectiunea diagonala a cubului,

aceasta fiind un dreptunghi de lungime /94 si latime V47......... ... ... ... ... 1p

Acest lucru este posibil deoarece latura, respectiv inaltimea, triunghiului este mai mica
decat lungimea, resp. latimea, sectiunii. ........... .. 2p

b) Construim cele doua tetraedre regulate ABC'D si ABCE situate de o parte si de
alta lui [ABC]. Avem

AB V53 -2 424
DE =2. \/E:Q-L\/_: O 1,5p
3 V3 3
. . 423
Diagonala cubului este V47 - V3= = < DE . 1,5p

Rezulta ca D si E nu se pot afla simultan in interiorul sau pe fetele cubului. Fie K acela

dintre punctele D, E aflat in exteriorul cubului .............. ... ... .. ... ... ... 1p



