shor OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 14.02. 2015
Clasa a V - a

PROBLEMA. 1. La un concurs dc¢ matematica sunt propusc 30 de exercitii. Pentru ficcare
exercitiu rezolvat corect elevul primeste 10 puncte, iar pentru fiecare exercitiu rezolvat gregit este

pcnalizal cu 10 puncte (sc scad 10 puncie). Dragosg a rezolval toate exercitiile gi a primit 80 de
puncte.
a) Céte cxercitii a rezolvat coreet Dragos?
b) Cale exercitii a rezolval gresit Dragos?
¢c) Cale exercilil ar mai [i irebuil sd rezolve corect Dragos, pentru ca in [inal el sa obiind 120
puncte?
d) Care a fost punclajul maxim carc sc putea obtine la concursul de matcmatica?

PROBLEMA 2. Fienumerele z = 14+2+27+. . . +220M 4i ¢ = (27% : 3341010 : 1053-72)¥3-2015°.
a) Ardtati cd @ = 2201 —1;
b) Comparati numercle = si y;
c) Aflati ultima cifrd a numarului = + .

PROBLEMA 3. Determinati cate numere de forma abe, cu cifre distincte, verifics relatia:
aba — aaa + 17 (b — a) = ¢*.
PROBLEMA 4. Se considera girul cu termenii: 1, 1, 5, 8, 9, 12, 13, 16, 17,20,...
a) Scricti urmatorii 2 termeni ai girului;
b) Decterminati al 2015-1ca termen al sirului;
¢) Calculati suma termenilor mai mici sau cgali cu 80 din sir.

Clasa a VI - a
PROBLEMA 1. a) S& sc determine valoarca numarului z, daca
2014 x

2015 - 2015 — 2015 — 2015 +1 20141 - 2015

/]

. oricarc ar [i a si b pozitive si dilerite, sa sc arate ca

o . 1 1
b) Folosind incgalitatca — | — >

a b a+b
1+ 1 + ! + + ! > 13
2 3 77499 500 n

PROBLEMA 2. Se considerd numerele naturale « — 3n + 7, b — 2n+ 35 si ¢ — n + 2, unde
n € N. S sc arate ci numercle ¢ i b sunt prime intre cle, iar numérul [a, b] + [a, ¢ cste patrat
perfect. (|, y| reprezinta cel mai mic multiplu comun al numerelor 2 i y)
PROBLEMA 3. Se dau punctele coliniare A, O, si B, cu O € (AB). De aceeagl parte a dreptei
AB sc considerd puncicle C' gi D, astlel incat unghiurile AOC si COD sa fic adiacente. Fie [OM
biscctoarca unghiului AOC si [ON biscctoarca unghiului ZOD. Se stic ¢ m (j\,[ OD) = 105° &i
m (NOC) = 120°,

a) Aridtati ca unghiul COD este drept.

b) Dac# in intcriorul unghiului COD sc construicsc 12 semidrepte distincte cu originca O,

astfel incat cele 13 unghiuri formate, cu interivarele disjuncte doua cate doud, au masurile

cxprimale prin numere naturale nenule, demonstragi ca printre acestea exisia cel putin doua
unghiuri congruente.

PROBLEMA 4. a) Considerdm punctele coliniare Ay, Ay, A, ..., Aans (in accastd ordine), astfel
incat AgAr = 1 cm, A1Ay = 2 e, ..., AogiiAogs = 2015 cm. Sa se calculeze distanta dintre
puncicle Ajggg st Asgis.

b) Fie 4, B, C, D, I si F' sase puncte, astfel incat oricare trei dintre punctele date sunt necoliniare.
Coloram fiecare dintre segmentele determinate de ele, fie cu portocaliu, fie cu violet, la intamplare.

Demonstrati cd exista un triunghi cu varlurile in trei dintre cele sase puncte, carc are toate laturile
de aceeagi culoare.



shor OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 14.02. 2015

Clasa a VII - a

PROBLEMA 1. a) Si sc aratc cd numirul A = \/ 2015" 4+ (—=1)"'" - 2 este irational pentru

orice n. € N*.

h) S& sc demonstreze cd daci z. y gi z sunt numere reale pozitive, astlel incat x + y + 2 = 1344,

atunci

\/:1:(;(/ +z)+ \/y (14 z) + v/ =(x +y) < 2016.
PROBLEMA 2. a) Si sc aratc cd 22 +x — 2 — (z — 1) (x + 2), pentru orice 7 € R;

b) Determinati numerele naturale a. b i numérul natural prim p, stiind ¢i a* +a = ‘_[)2“ + 2.
PROBLEMA 3. Fic ABCD un paralclogram cu AB =n- AD, unde n € R, n > 2. Biscctorcle
unghiurilor paralclogramului sc intersectcaza astfel: biscetoarca unghiului A se intersecteaza cu
bisectoarea unghiului 3 tn punctul R, bisectoarea unghiului I3 cu bisectoarea unghiului C' in S,

hisccloarca unghiului C' cu biscctoarca unghiului D tn 1’ gi bisccloarca unghiului O cu biscctoarca,
unghiului A n Q.
a) Demonstrati ca RSTQ cste dreptunghi; 4 9
b) Dacd AB N DT — {P}. demonstrati ca APP _ 2.

‘4Alﬂb’ ,”’2 !
¢) Demonstrati ca dreptele RT, AC si DB sunt concurente.

PROBLEMA 4. Fic ABC un triunghi dreptunghic in A si [BD , [C'E biscctoarcle sale (D € AC,
I € AB). Scnoteazéi cu [ intersectia dreptelor BD si C'E sicu F, respectiv G, proicctiile punctelor

D si E pe dreapta BC. Sa se determine masura unghiului FTG.

Clasa a VIII - a
PROBLEMA 1. a) Descompuneti in factori 322 + 162 + 8 — ¢°.
x+1 e +2 & +3

b) Aflati minimul $i maximul expresiei ,
) lz+1  =+2 |z+3]

pentru x € R\ {-3,-2,-1}.

5 [b+3 | - ‘

PROBLEMA 2. Fie a,b & N | astfel incat \/ at J,\/ "2 L Q. Arditati e a2 4 5205 1y se
at12° Vb1 14

divide cu 2015.

PROBLEMA 3. Se considera patratul ABC'D si punctul S exterior planului sau aga incét
SA =8B =5C=SD. Daca AB = 12 em, AP L CS, P> € (5C) si AP> = SO, unde O cste

centrul patratului, se cer:
a) Masura unghiului format dc dreptele SC si BD:
b) Distanta dc la punctul A la planul (B D);
¢) Distanta de la punctul B la dreapta de interseclic a planclor (B2D) i (ADS).

PROBLEMA 4. Se considera punctele necoplanare A, B,C gi 1. Daca IT este ortocentrul
triunghiului ABC'. D este ortocentrul iriunghiului BC'D, iar picioarele perpendicularelor din D si

A pe BC coincid, notand cu £ piciorul perpendicularci din A pe BC, sa sc arate cd HE - AE =
D=



BAREM DE CORECTARE - Clasaa V - a

PROBLEMA 1.
a) Dragog a rczolvat corcel 19 exercitii;
b) Dragos a rezolvat gresit 11 exercitii;
¢) Peutru a obtine 120 de puncte. Dragos ar fi trebuit sd rezolve corect fnca 2 exercitii;
d) Punctajul maxim carc se putea obtinc cste 10 < 30 — 300 (puncte).
PROBLEMA 2.
a) 2 — 20— — (24224 2% 4., — 220 L 915) (] 494 2% 4 4 2201} — 92015 _ 1,
b) Avem y = 31403 — 1
sip =329 — ]
deci x > y;
¢) Deoarece x este de forma 2*+3 — | (k € N), ultimna cifrd a lui = este § — 1 =7
Ultima cifré aluiy estc 1 —1=10
Deci, ultima cifra a lui 2 + 4y este 7
PROBLEMA 3.
Observam ca b > a > 0
Relagia din cnuny este echivalentd cu: 106 — 10a+ 17 (b —a) = ¢*
De unde avemn: 27 (b — 1) = ¢ = b — a este cub perfect
Dar,b—a<9=b—ac {1,8 = ¢ € {3%6%)
Astfel, abe € {123,453, 563, 673, 783,893,196} , adici sunt 7 numere.

PROBLEMA 4.
Sc observa ca

T, T, Ty T, T T T T
2:1—-112-212-3—-1/2-4/2-5-1[2-6|2-7T—1|2-8

adica, tcrmenii sirului sunt de forma:
e dacd n cste impar, atunci T,, = 2n — 1
e daci n cste par, atunci 1, = 2n
a) Urmaétorii 2 termeni ai sirului sunt: 21 si 24
b) Termenul al 2015-leca este Thys = 2+ 2015 — 1 = 4029

¢) Numadrul 80 este termen al sirului, Tyg — 2 - 40 — 80, iar suma ceruti este:

S—1+4+5+84--+77+80—(1+5+9—---+77)—(4+8+---4+80) —
=T8-10+1(1 4243+ - 4+20)=780+2 2021 =1620



(1p)

BAREM DE CORECTARE - Clasa a VI - a
PROBLEMA 1.

a) 2015 - 2015 — 2015 — 2015 + 1 — 2014 - 2014
Solutia cste x — 2015
! 4 1 1 4 L1 4
]L A 7 ]_ ~ . = P Y ey T P
) Avem L+ o~ o 5+ 05 < 501 7 230 T 251 7 501
11 11 4 1000
leunde, 14+ = 4=+ b — 4+ — _ 950 — =
detmde. L+ o 45+ 47255+ 500 7 >V 501 ~ S0
1000 13

Dcoarcce

5
PROBLEMA 2.

Sc arata ca (3n+7,2n—35) — 1

s Bn+7,n+2)=1

Utilizarca lormulei -y = (z,¥) - [, y], pentru orice x,y € N*

> - oblinem incgalilatca ceruta.

Astfel, |a, bl = a-bsi |a, ¢l =a ¢
de unde, @, 0]+ [0, =a-b+a-c=Bn+7)°

PROBLEMA 3.
a) Avem m (ﬁo?) +m (@) — 105°,
m ((f(_)\D> +m (D/()\N) — 120°
sl m (W) —m <U/()7)) —m (@) — 1807

Daca notdm: m (W[) =m (A[/E)\C> =a,m (B/(_)T\/) =m (D/()\N) =csim <C7)77) =b
avern: a +b — 105°, b+ ¢ — 120° i 2a + b+ 2¢ — 180° = a — 157, b — 90° si ¢ — 30°

b) Suma masurilor celor 13 unghiuri cu interioarele disjuncte cste cgala cu 90°
Presupunem ci cele 13 masuri sunt numere naturale nenule diferite. Astfel, cea mai mica,

13- 14°
valoare a sumei masurilor celor 13 unghiuri ar fi 1° +2°4+3°+ ... +13° = = 91°

Contradictie cu ipoteza. Deci, cel putin doua unghiuri au masurile egale.

PROBLEMA 4.

a) A100042015 = Ar000A1001 + A1001-41002 + - + AvoraAonis
Ai000 o015 = 1001 cm + 1002 em + ... + 2015 cm

.41()(;(]14.2[)]5 = 1530620 cm

b) Considerdm cele 5 segmente cu un capat in punctul A. Conform principiului cutiel, exista
printre acestea macar trei de acccasi culoarc.

Presupunem, de exemplu, ca segmentele A3, AC si AD sunt toate trei de aceeasi culoare,
gl amune, violet.

Daca o laturd a triunghiului BC'D cste violet, ca complcteazid cu doud dintre scgmentele
anterioare un triunghi violet.

In caz contrar, triunghiul BC'D cste portocaliu si demonstratia cste completd.



BAREM DE CORECTARE - Clasa a VII — a
PROBLEMA 1.

w1
" T2 este

] . . 3. daca n este par
(3p) a) Ultima cifrad a numarului 2015™ + (—1) ’ ) I
' 7. dacd n cste impar

(1p) Deci 2015™ + (—1)"! . 2 n este pitrat perfect, de unde A ¢ Q
24 (r+y)

: . T+ y+=z - _y+(r+z . ,
(2p) b) Avew: \/x (y+ z) < %, Vylr+z) < %, 2 +y) < 5

(p)  Deci Vg7 + i FT) — VT < x+(g+z)+y+(:2r+z)+z+(i)v—w _

3(xlylz) 31344
2 - 3
PROBLEMA 2.
(2p) a)Searati ci a4+ —2=(x—1)(z+2)

= 2016

(1p) b) Deoarece numarul ¢* —a = a(a + 1) esle par, rezulla ¢ si numairul pQ‘b + 2 este par. Deci
p — 2, iar rclatia din enung devine: a? 4 a — 2 — 2% <= (a — 1)(a+2) — 2%
{1p) Deoarece membrul drept este par, iar numerele a — 1 $i @ + 2 au paritati diferite, singurele
a—1-—1 a—1-—2%
posibilitati sunt: . sau
a+2=2° a+2=1
(1p) Pentru a + 2 — 1, nu avem solutii
: —1-1 — 2 s
(2p) Pentru ! . se obtine N Solutia (p.a,b) = (2,2,1)
a—2—2° b—1
PROBLEMA 3. T

(Ip) a) 5m <A> + gm (D) = 90°, rezulta m (TQR) = 90°

(1p) sc demonstreazd ¢ patrulaterul 257°Q

are trei unghiuri drepte, deci este dreptunghi

)
(1p) b) AAQDwAARB#mz (‘AD> :l 19

Aann AB n?
; , Aipp 2 R
)(J.p AA4C2DE AA(JP = A4ADP =2 AL}.AQD = = —
.4,4 R n

(2p) ¢) Se demonstreaza cd ATC R este paralelogram, de unde rezultd cd [RT] si [AC] au acelagi mijloc
(1p) in paralclogramul ABCD, diagonalcle AC si BD au acclasi mijloc, de unde rezultd con-
curenta dreptelor RT, AC' i D3

PROBLEMA 4.
(1p) Deoarece [B7 i [BT sunt bisectoare in AABC =
‘Al cste biscctoare In AABC'= m(BAI) = 45°
(2p) Dcoarcee [BD este biscctoarca unghiului ADBC ,
rezulta cd DA — DF si AB — BF

(2p)  AAIB = AFIB = BAI = BFI = wm(BI1) — 45°

=0

B G
(2p) Analog sc araté ca m(F/’(iT) — 457 ¢i din AFIG avem m(FIG) — 90°



BAREM DE CORECTARE - Clasa a VIII a
PROBLEMA 1.
(2p) a) B — 32+ 4/6x —8 —y% — (:1:\/§+2\/§)2—y2;
(2p) Finalizare, K = (;1:\/3 + 22 — y) (M/ﬁ—l— N2 + y) .
(1p) h) Fractiile pot lua doar valorile 1 sau —1
(1p) Minimul expresiei este —3
(1p) Maximul expresiei este 3

PROBLEMA 2.

EQ=a+5=ka?sia+12=ky? cuzsiyprimeintre ele si k € N,

a+12

(1p) Avem k(y? — &%) = 7T = k(y — 2)(y + 2) = T de unde, singura solutie este k = 1,y = 1 si
r=3=0a=4

(3p) Analog se giseste cia b = 22.

(1p) Ultima cifrd a numarului ¢?'% + 0?9'° este 2, de unde rezulti cerinta

PROBLEMA 3.
(2p)  a) SO L (ABC) = SO L BD, BD L AC =
BD 1 (SOC) = BD L SC :>m<BD, SO) = 90°

(1p) b) Triunghiurile ASAC gi AOL’°C sunt cchilaterale

(1p)  d(A,(BPD)) =d(C,(BPD)) =d(C,OP)=3v6 cm

(3p) ¢) OP cste linic mijlocic In ASAC = OF | AS = O || (ADS);
OP  (BPD) = OP | (ADS) N (BPD): b,
BD L OP= BD 1 (ADS)N(BPD) = d(B,(ADS)N(BPD)) — BD — 124/2cm

PROBLEMA 4.
(1p) ABCD este dreptunghic in D
(1p) Deoarcce DE 1 BC, din tcorema fnal{imii, rezulla ¢
8 DE? = BE-CE
(2p) ACEIT ~ AAETD

.CE HE
(2p) Rezultd 15 = BE

(Ip)  Deci, HE - AE = DE?

= BE -CE=HFE - AE




