Botosani OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA- 22 februarie 2015

ClasaaV-a

SUBIECTUL I (7 p)

Determinati numarul natural n de patru cifre care are proprietatea cd, daca fi eliminam
cifra sutelor, din numarul rezultat scadem 2, apoi diferenta obtinuta o inmultim cu 19 si noul
rezultat il impartim la 2, obtinem n .

Gazeta Matematicd 5/2014

SUBIECTUL 11 (7 p)

Se dau numerele :
$=14+243+4++n—-1)+nsi
S,=1—-2+4+3—4+:+—(n—1)+ n, unde n este un numar natural impar .

a) Sa se determine numarul n stiind cd §; = 2015+ 5, ;

b) Care este cel mai mic numar natural nenul cu care trebuie inmultit S; + S, , astfel incat sa
se obtina un patrat perfect ;

c) Aflati numerele naturale n si m, cu n impar, astfel incat §, — 5§, = 2™.

SUBIECTUL 111 (7 p)

Determinati numerele naturale a, b, ¢ stiind ca :

3a+2b+c=598 ;a+2b+3c=602sia<b<c.

SUBIECTUL IV (7 p)

a) Demonstrati c§ 21%% < 533. 222

b) Aflati care dintre numerele a = 223 - 535 si b = 322 - 72* este mai mare .

Nota : Timp de lucru : 2 ore



Botosani OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA- 22 februarie 2015

ClasaaVl-a

SUBIECTUL I (7 p)

a) Sa se calculeze:

1 4
[2, 1(6)+1 0_(_3)} [ A ;] ~9.2014°
b) Sa se determine munérele 11.aturale a s1 b, pentru care sunt satisfacute relatiile:
(a,b)=15 si a+b=240.
SUBIECTUL Il (7 p)
Se considera triunghiul isoscel ABC cu 4B = AC , iar M si N doua puncte pe dreapta BC

astfel incat B sa fie intre M si C, iar C intre B s1 N. Stiind ca AM = AN, sa se demonstreze ca:
a) BM =CN

b) PN =OM . unde P si Q sunt respectiv mijloacele laturilor [ AB].[AC]

c) PM =ON
d) Daca MO\ NP = {0} , sa se arate ca punctul O apartine bisectoarei unghiului MAN .

SUBIECTUL Il (7 p)

Fie numerele rationale :

1 + 1
22013 22014

A=(1+%+2i2+...+ )-(1+1+2+22+~—+22°13)$i

142422 4...422013 1 92014 52015
N 1422424 +...422014

SUBIECTUL IV (7 p)

B — 2.S3d se calculeze B + A - 22015,

Determinati numere prime p pentru care p+2, p?+4, p>+2 si p*- 2 sunt simultan
numere prime.

GM. Nr. 4/2013

NOTA: Timp de lucru — 2 ore



Botosani OLIMPIADA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA
22 februarie 2015

Clasa a Vll-a

SUBIECTUL | (7 p)

a) Dacé x si y sunt numere rationale cu proprietatea c& xv2 — yv/3 = 0, demonstraticd x =y = 0.
b) Determinati toate perechile de numere rationale (a, b) care verifica egalitatea

J2(a+1)2-2V2 = |b+1|V3 - |V2-3|.
SUBIECTUL 11 (7 p)

i c& - 1_ 1
a) Demonstrati cad o n n+k,Vn,k € N.
b) Se dau numerele :
1 2 3 4 5 6 7

a + +

= 3tsstsste Tz ot 3 330

si b=3+8+13+...4+10018. Calculati partea intreagd a numarului ’15 -a+ ﬁ .

SUBIECTUL 111 (7 p)

Fie ABC un triunghi oarecare, iar M si D mijloacele segmentelor [AB], respectiv [BC]. Daca
E€(AD) astfel incat AD=4-ED, iar {N}=MENBC, sd se demonstreze ca:

a) [ME]=[EN];

b) [DN] = [NC].

(Gazeta Matematica nr. 1/2014)

SUBIECTUL IV (7 p)

In patratul ABCD de laturd 5 cm, se considerd punctele E € (BC), F € (CD) astfel incat
m(<EAF)=45°. Dac3 aria triunghiului CEF este de 3 cm?, calculati aria triunghiului AEF.

Nota:

» Timpde lucru: 3 ore.



Botosani OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 22 februarie 2015

Clasa a VIII-a

SUBIECTUL I (7p)

a). (3p) Sa se arate ca vab < a—;rb, pentru orice @ si b numere reale nenegative.

b). (4p) Si se rezolve ecuatia in numere reale

x+y+z-21=2Vx—4+4y—-9+6Vz—-22

SUBIECTULII (7p)

a) (3p) Sa se afle partea intreagd a numarului ¢, unde

a=v3—2v2 +5 — 2vV6+... +V4031 — 232015 - 2016

5x+2
Y e N.
4x+y

b). (4p) Dacd 9x2 + 11xy + 2y2 = 0, cu x si y reale nenule, atunci

SUBIECTUL I1I (7p)

Punctele A, B, C si D sunt necoplanare, iar M este mijlocul segmentului [BC], T este mijlocul
segmentulul [AC], 1ar NE[AC] Incat AN = 2'NC, PE[AB] incat AP = 3-PB, E €[AC] astfel Incat
CE=% si R este simetricul lui M fata de punctual N. Demonstrati ca punctele D, P, T si R sunt
coplanare.

SUBIECTUL LV (7p)

Fie tetraedrul ABCD si un punct M situat in interiorul triunghiului BCD. Paralelele duse prin

M la muchiile AB, AC si AD intersecteaza fetele (ACD), (ABD) si respectiv (ABC) in punctele

A', B', si respectiv C'. Daca (DBC)||(A'B'C"), atunci demonstrafi ca M este centrul de greutate al
triunghiului BCD.

(G.M. nr. 12/2014)

NOTA:

Timp de lucru 3 ore



BAREM DE CORECTARE

ClasaaV-a
SUBIECTUL I (7 p)
n = abcd ; abcd = [(acd — 2) . 19]:2 = 2 abcd = (acd — 2) 19 e, 1p
2(1000a + 100b + a) = 19(100a + cd — 2)=>
100(@ 4 2D) = 17 5 € = 38 oo, 2p
U(17-cd—38)=0=>d=4=10@+2b) = 17+ 3 coerroreerrerrrrrrrenrrcrene 2p
U(17c+3)=0=c=1=2>a+2b=2
A=2,D0=0,11= 2014 ... e s 2p
SUBIECTUL Il (7 p)
a)n=2k+1,keN, $=Qk+1)(k+1), S, =k+1
Ck+1D(k+1)=2015(k+1) =2 n=2015 . 2p
b) S; + S, = 2(k + 1) . Numa&rul cAutat @Ste 2 ..o.oveueurviieiereiceeeeiieieee e, 2p
€) S; =S, =2k(k+ 1), K EN oo 1p
k(k+1)=2""1keNmeN
k=1,m=2@ustificare) = 1 = 3 ..o 2p
SUBIECTUL 11 (7 p)
(a+2b+3c)—Ba+2b+c)=4=>c—a=2=>c=a+2 . ucvreenn. 2p
3a+2b+a+2=598=22a+b=298=2>b =298 =20 .ccccoiciiiiiiiiirrccnn. 2p
Aa<bhb<c=2a<298-2a<a+2=20=99 i 2p
D =100, € = 10T .ottt et s e 1p
SUBIECTUL IV (7 p)
a) 2122 < 533.222 & 4411 < (53- 291 © 44111 <5001 ..., 2p
b) @ =222-2-533.52=222.533. 50 ...t 2p
b =322.722.72 = 212249 e 2p
222.533 > 2122 50> 49 2 @ > D eeeceeeeeceeeeeeeee e 1p



Clasa a Vl-a Barem de notare

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda

punclajul maxim corespunziator.

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru

rczolvari partiale, in limitcle punctajului indicat in barcm.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
proble
mei
) e e 15 I 13 Ip
Transformarile fractiilor zecimale in fractii ordinare: 2,1(6)=2—=2—=—
o a0 6 6
3 1
1 0.(3)=—=—
51 0.03)=3
1(6) :O,[B):I?+3:1=4P lp
l.a 2 6 2 3 6
(2-2) (&) =20 "
. 5} \5) 25
Finalizare: ﬂ ﬂ_q 1 _i Ip
o 25 5
(a,h)=15=exista x, ye Wastfel incit a=15-x, h=15-y, (x,y)=1 1p
Din a+h=2400obtinem I5-x+15- y =240
x+y=16,(x,y)=1= Ip
1.b ) - -
(x.v)e{(L15).(15.1).(3.13).(13.3).(5.11).(11.5).(7.9).(9.7)}
(a.h)e {(15.225).(225.15).(45.195).(195.45).(75.165) .(165.75)} U Ip
U{(105.135),(135,105)}
a) Din AABC isescel = 2ABC = <ACB = 2ABM = <ACN
2 AAMN isoscel = LAMB = €<ANC 2p
Conform cazului LUU — AAMB = AANC —>MB=NC ; <tMAB — <=NAC
b) Conform cazulm TUT. = APNR=AOMC= PN =0M : < PNR=xOMC | 2p
2 ¢) Conform cazului LUL= AMBP = ANCQ=>MP = NQ 2p
d) <PNB=<0OMC = AMON isoscel = MO = NO
Ip

Dar OP= PN -ON; 0Q = MQ-0OM = OP = 0Q
Conform cazului LLL = AAOP = AAOQ = < PAO = <QA0

Dar si <MAB = <NAC = <MAO = <NAO




Calculam a doua paranteza din A:

4142425 4. 4228 = (24 2) 4 2% 4.4 290 =(22+21)+23+...+22°‘3=

care nu este nuMar prim.

Singura solutie este p=3.

_ 92013 52013 _ 52014
2p
Aducind in prima paranteza la acelasi numitor avem:

3

. e s TN SRy 52014 _

- »2014 = -
92015 _ 2p
B %013 1 92018 1 203 4 +22 4224241

- 14924 08 .. 4 970 B 2p
Fie $=2701° + 2201 122013 ¢ | +2%42% 4241
Abunici 2-8=010 427015 4 20 L oW P42 2
2:8=02016 L g 415 5§ =22016_1 (1)
Fie T=1+2% +2% 4 42201
Atunci 4T=22 2% +_ 422014 92016

52016 _
AT =20 T 13T =20 _15T="__— (2)
52016 _ |
B:’}'?Tﬁ_I_EZ:%_::]:
3
Finalizare: B+ A—2%1% =q. ip
Pentru p=3 avem numerele 5, 13, 29 si 79, care sunt, toate, numere prime. 2p
P 3 p

Pentru p=35 avem numarul p‘l —2=623, care se divide cu 7. Ip
Demonstram ca pentru p > 5, numar prim, nu toate cele patru numere sunt
prime. Daca p>5,atunci p=5-k+1, p=5-k+2, p=5-k+3 sau
p=5k+4, k=1 (p=5-k, k>1, nusunt numere prime).

4 . 9 2 Ip
Dacd p=5-k+1,atunci p°~+4=(5-k+1)” +4=M;5 +1+4=Mjs care nu este
numar prim.

. ¢ 3
Daci p=5-k+2, atunci p3+2= (5-k+2) +2=M; +23+2=.\'15+IO=M5
Ip
care nu este nUMAr prim.
Daca p=5-k+3, atunci p+2=5-k+3+2=Ms+5=Mj5 care nueste
nUMAr prim. Ip
2
Daci p=5-k+4 atunci p> +4=(5-k+4)" +4=Mg+4% +4=M; +20=M;
Ip




Clasaa Vll-a
Subiectul I. Barem de notare

V6

a) Presupunem ca y+#0.Atunci relatia din enunt este echivalenta cu i = ?,fals.....................

Rezultd cd y=0,deci si x=0...
b) Relatia din enunt devine |a + 1| \/_ 2\/_ |b + 1| \/_ \/_+ \/_

Echivalenteu (Ja + 1] —3) * V2 = ([b + 1] = 1) * V3o
Conforma), rezultd |[a+ 1| =3 =0Si [b+ 1| =1 = 0cceeeeevriiiii e

Obtinem perechile (2;0),(=4;0),(2;72),(4;72) e ceerieieeeeie e ieeeie st seersen s eesnr e s e e semnne s s srmnneesssnes

Subiectul IlI.

1 1 n+k-n k

a) - = = R =

n  n+k n(n+k) nin+k)

3 4 5 6 7 1 1 7
b)

=_+_ — — = et I e — = —

35 58 812 12-17 17-23 2330 2 30 15

b=3+8+13+--+10018 =3+ (5-1+3)+(5-2+3) + -+ (5-2003 + 3) =
=3 2004 +5 + (14#2+3+..42003) = 1002 * 100D ervreorrseeee oo seers oo s eee oo

b —
15-a+ Toos = 0L SO

I f15 : a+i] 1
1002

Subiectul III.

a) Fie P mijlocul segmentului [BD]

[MP] linie mijlocie in AABD = MP||AD si MP = ‘%D

Demonstratia ca [ED] linie mijlocie in ANMP........ciiiininninni i anes

Concluzie; E'mijloci) lui [MN]scassmmsnminsinmnnasmimammsiimmmm

BD

b) P il 16l [BDI=H PD = = uusssmsisssmssmsmssiotsssisssssssmsssissss

BD=DCsi D mijlocul 1Ui [PNI(CONTFOTIN @) ivisiinsisivismsssisssianiosssasosonsionsssmmisiionsessivhine

OO ZIA e e ettt e e e e e een e e e e ee e e eeeas e e e aeemeen eeeeenanm aaeeeeeneennan smnen

Subiectul IV.

Se prelungeste [CB] cu segmentul [BT]=[DF], B<(IE)

AADF = A4BT = «TAB = 4DAF = m(TAE)=m(«<TAB)+m(«BAE)=90 -45 =45 .....

AE{E E AF:’IE 3 _’%E = "‘iEiE Sj —&I‘E = _4-431' + _‘{-m = .4_1&:‘ + _’iA.RE j JiFAE = -4.£DF + .4.‘£BE
A prrp =24 ¢

Agr =(App— A ):2=(25-3):2=11cm’

.1p

..Ap

.dp
Ap
.. 2p

.Ap



Clasaa Vlll-a BAREM DE NOTARE SI CORECTARE

Subiectul L.
a). Deoarece ambele parti ale inecuatiei sunt nenegative, inecuatia este echivalenta cu

4ab < (a + b)? (1p)
ceea ce este echivalent cu (a — b)? = 0, evident o relatie adevarata. (2p)

b). Pentru existenta radicalilor, trebuie sa consideram x = 4,y = 9,z > 22
Aplicdm inegalitatea mediilor pentru fiecare radical astfel

‘\/x—4=\/1-(x—4)5:1+x_4,d60i 2Vx—4<x-—3,

2
2\/3;_9:\/4-(y—g)54+§_9,deci41/y—9Sy—5,

3Vz—22=./9 (z—22) < 722 deci 6Vz — 22 < z— 13,

Adunénd aceste trei relatii avem 2v/x —4 +4,/y —9+6Vz—-22<x+y+z—21 (2p)

cu egalitate daca in fiecare inegalitate a mediilor cei doi termeni sunt egali, (1p)
adicax —4=1,y—9=4,z—22=9,deci x =5,y =13,z =31 (1p)
Subiectul II.

a). Termenul general al sumei este

J2k+l—2‘/k(k+1 =J(\}k+ —Vk)2=Vk+1-Vk|=Vk+1-+k (1p)
Efectuand suma, termenii se simplificasi ~ avem ca (1p)
a=+v2016—-1 =448 —1 = 43,8, deci [a]=43. (1p)

b). Descompunem in factori relatia data si obtinem 9x? + 11xy + 2y2 = 9x2 + 9xy + 2xy + 2y% =
(9x + 2y)(x +y) = 0. 2p)
Avem doua cazuri

1. X=-y, atunciixx;j=2—:=leN (1p)
2, Ox = -2y, atunci i’;z}f’ = z—:ﬁ?" ===8¢€N (1p)
Subiectul ITI
Patrulaterul MERT este paralelogram (diagonalele se Tnjumététesc);—j ME I RT (1).cerurvnnen 2 punct
IME] este linie mitjlocie in ACBN =% ME || BN2).sissisisississsissssinsssisisonsssasossisinss Ipunct
g = % =% = BN || PT (3) (Reciproca teoremei lui Thales) si ME || PT........ccccceviiiiininnn 1 punct

Din relatiile (2) si (3) rezultd ci ME || PT ceea ce impreund cu relatia (1) implicd faptul ci punctele
BT i1 P SO GOSN (oo uuamneons st i s 5y s R AR SRS 2punct

PHIBIRITG wcumnimimimiissssam s s s wiasmwory & PUTCE



Subiectul IV

Dreptele MC'||AD determina un plan care
intersecteaza muchia BC in N. Analog (MA', AB)
intersecteaza DC in P s1 (MB', AC) intersecteaza
DB in Q.

Deoarece A'C' || (DBC), dreapta de intersectie
dintre planul (AC'A") si (ABC) este NP s1 A'C'||
NP.

Analog A'B'||PQ s1 B'C'|[NQ. (2p)

Aplicind Teorema lui Thales in triunghiurile

ANP, ANQ si AMQ avem
AP CIN Br
2= = 2. (1p)

AP AN AQ
Pe de alta parte, aplicand aceeasi teorema in triunghiurile ABP, AND si

..AIlP MP CIN MN B/ M
AQC avem urmatoarele relati— = —, — = —, 24 —Q(2).

AP~ BP'AN DN’ AQ  CQ

_MN _MQ _MP _MN _ MP _ QM

Din relatiile (1) si (2) obtinem ca N g mE MDD ME o

2p)
Consideram triunghiurile MPQ si MBC care vor fi asemenea (LUL), deci QP| BC. Analog

QN |IDC si NP || BD. (1p)
Scriind acum in triunghiul DBC urmatoarele rapoarte, avem conform Teoremei lui Thales

BN _ DP _DQ _ NC . . .. .
e pc b8 B¢ deci N este mijlocul lui (BC). (1p)

In mod analog, P este mijlocul lui (DC), iar Q mijlocul lui (BD). In consecintd, M este centrul de

greutate al triunghiului DBC



