HUNED O AR A Olimpiada Nationala de matematica
Etapa locala - 20 februarie 2015

ClasaaV-a
1. Determinati numarul natural de doua cifre, scris in baza 10, care, impartit la rasturnatul sau, da catul 2 si

restul 15.
SGM 2014

2. Seconsiderd numerele A=2+4+...+2014 si B=1+3+...+2015.

a) Stabiliti care dintre cele doud numere este mai mare.
b) Aratati cd intre numerele A si B nu se gaseste patratul nici unui numar natural.

3.

a) Calculati produsul «-b-c stind c& abc +abc2 =2015.
b) Determinati restul impartirii numarului N =1.2-3-...-2014 +2013 la 2015.

4. Doi elevi au sapte cartonase albe numerotate de la 1 la 7 si sapte cartonase rosii numerotate de la 1 1a 7.
Stabiliti dacé cei doi elevi pot forma perechi din céte un cartonas alb si unul rosu, astfel incat sumele obtinute
adunand numerele scrise pe cartonasele din fiecare pereche sa fie sapte numere naturale consecutive.

NOTA

o Toate subiectele sunt obligatorii;

e Fiecare subiect este notat cu 7 puncte;

e Nu se acorda puncte din oficiu;

e Timpul efectiv de lucru este de 2 ore din momentul primirii subiectului.




Clasa a V-a Barem

1.
Din teorema impértirii cu rest avem ab = ba -2 +15 avem ab >15 2p
10a-+b =20b+2a +15de unde obtinem 8a =19b+15 2p
Finalizare a=9 si b=3 3p
2. a) A=2+4+..+2014=2(1+2+...+1007) =2-1007 - 1008 : 2 =1007 - 1008 1p
B =1+3+...+2015 = 1008 2p
Finalizare B > A Tp

b)  1007* <1007 -1008 <1008 1p

Finalizare 2p
3. [ — — PR

a) Egalitatea se mai scrie: abc +10-abe+2=2015 & 11-abc=2013 < abc=183 fp
De unde obtinem ¢ =10=8c=3 1::
Finalizare ¢ -b-e=1-8-3=24,

b) Din faptul cd 2015=1.5-403 rezultd 1p
2015/1-2-3-...-2014 1p
Finalizare 1p

4.

Presupunem ca cei doi elevi pot obtine o impartire a cartonaselor in perechi cu cele sapte sume
numere naturale consecutive. Atunci sumele obtinute ar fi a, a +1, a+2, a+3, ..., a +6

Sia+a+l+a+2+..+a+6=2-(1+2+3+..+7)
Ta+6:-7:2=2(7-8:2) <@ 7-a+21=56 = a=5
Sumele in perechi sunt 5,6,7,8,9,10,11.

O grupare ar fi .
Nr. cartonas alb 1 2 |3 |45 |6 |7
Nr. cartonas rosu 7 5 12|61 3] 4

Suma in pereche 8 715 (10]6 |9 |M1




HUNED O AR A Olimpiada Nationala de matematica
Etapa locala - 20 februarie 2015

Clasa a Vl-a
y . o Ny 1.2.3....-n y

1. Sa se determine cel mai mic numar natural nenul n pentru care & este numar natural.

SGM 2014

2. (i) Demonstrati cd numerele de forma aaaaaa sunt divizibile cu 7, unde a {1,2,3,4,5,6,7,8,9} ;

(ii) Demonstrati ca numarul 1...12...23...9...9 este divizibil cu 7, stiind ca fiecare cifra de la 1 1a 9 apare de 12
ori.
SGM 2014

3. Fie ABC un ftriunghi isoscel cu baza [BC], D mijlocul laturii [4B8], £ mijlocul laturii [4C]. Pe
semidreapta (BE se considera punctul P astfel incat [4P]=[4B], iar punctul 7 este mijlocul segmentului
[4P]. Demonstrati ca:

(i) [BE]=[CD];
() cb+CF=BP.

4. Se considera 300 de puncte coliniare. Trei copii coloreaza aceste puncte dupa cum urmeaza. Primul copil
coloreaza cu verde primele trei puncte, apoi sare peste unul, apoi iar coloreaza urmatoarele trei si iar sare
peste unul si asa mai departe pana la finalul celor 300 de puncte. Al doilea copil realizeaza de la inceput o
recolorare asemanatoare, dar cu albastru si coloreaza primele patru puncte, apoi sare unul, si iar urmatoarele
patru si sare peste unul etc. Al treilea copil recoloreaza cu maro céte cinci puncte si sare peste unul si apoi
urmatoarele cinci etc. Cate puncte au ramas la final necolorate?

SGM 2014

NOTA

e Toate subiectele sunt obligatorii;

o Fiecare subiect este notat cu 7 puncte;

¢ Nu se acorda puncte din oficiu;

o Timpul efectiv de lucru este de 2 ore din momentul primirii subiectului.




Clasa a Vl-a Barem

1.
intrucat 6° =2°-3° numarul 1'Z'S%W(este natural daca 12
2°/1.2.3-...-n, respectiv 3°/1.2.3....n 2p
Finalizare n =15 3p
2. (i) aaaaaa=a-111111 1p
7111111 =7/a-111111, unde a {1,2,3,4,5,6,7,8,9} Tp
Finalizare 1p
(i) Numarul 1...12...23..9...9 contine secvente de 12 cifre de forma a..a 2p
Numarul poate fi scris sub forma 9-1..1+8-1...1.10" +... 1p
Finalizare 1p
3.
O Avem AD=%=§=AE, [4D]=[4E] p
(LUL)
[AB]=[AC], «BAE = «CAD (unghi comun), [4E]|=[4D] = y
AABE = ANACD = [BE]=[CD] P
(i) Punctul £ este mijlocul segmentului [4P]si [4P]=[4B].
Rezults 4 =22 _AB _AC_ 1y [4r]=[4E]. 1p
2 2 2
(LUL)
[AC]=[A4P], <CAF = «PAE (unghicomun), [4F|=[4E] = AACF=AMPE,CF=PE  2p
Finalizare CD +CF = BE + EP = BP 1p
4,
Primul copil lasa tot al patrulea punct necolorat cu verde. 1p
Al doilea copil lasa necolorat cu albastru din cinci in cinci puncte. 1p
Al treilea copil lasa necolorat cu maro din 6 in sase puncte. 1p
Raman punctele necolorate care sunt multiplii de 4,5, respectiv 6 1p
cmmmc [4,5,6]=60 1p
Finalizare 3 puncte 2p

Nota Se puncteaza orice alta solutie corecta.
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Clasa a Vll-a

1.

() Sasearateca Jn+n+3<Jn+1+Jn+2 wneN.
1

1 1 1 .

B _ﬁ+ NN +'"+\/100 NCY $'
1 1 1

R N R I )

(i) Sa se compare numerele 3A si B, unde A =

() Daca x e N si 3nu divide pe x, aratati ca restul impartirii lui x2 la 3 este egal cu 1.

(i) Daca numerele a,b,c € N nu sunt divizibile cu 3, demonstrati ca numarul u = /a®" +b?*® +¢c®*® 42

este irational.
GM 2014

Aratati ca intr-un trapez isoscel inaltimea este egala cu linia mijlocie daca si numai daca diagonalele sunt
perpendiculare.

Fie triunghiul isoscel ABC cu AB = ACsi M mijlocul lui [A C ] iar N € AB, B € (AN)astfel incat
BN = AM . Daci {O}=MNﬂBC,sé se arate ca:

(i) Punctul O este mijlocul lui [MN].

(i) OC=3-0B.

NOTA

Toate subiectele sunt obligatorii;

Fiecare subiect este notat cu 7 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.




Clasa a Vll-a Barem

2

1.
() Seridica la patrat n+n+3 <Jn+1+n+2 VneN. 1p
Finalizare 2p
(ii) . N 3 1 2p
Inegalitatea (i) devine < vneN.
: (0 Jn+3-Jn Jns2-Jn+1 © 2p
Prin insumare obtinem 3A <B
2. (i) Dacad x eN si3nudivide pe x, atunci x =3p+1peN 1p
x> =(3p£1)? =M, +1 2p
(ii) U= \/azmat L 2T | B o _ Jm 2p
Finalizare 2p
3.
(i) Fie ABCD un trapez isoscel cu diagonalele perpendiculare si O punctul de intersectie al
diagonalelor. Triunghiurile dreptunghice determinate de diagonale sunt isoscele. Inaltimea dusa
prin intersectia diagonalelor formeaza segmente ce sunt mediane. 2p
Finalizare 1
P
(i) Reciproc. Fie OP si OR proiectiile punctului O pe AB, respectiv CD. 1p
Din asemanarea tr. AOB si fr. DOC rezulta PR _AB+DC , dar AB+DC _ PR 1p
' OP AB 2
. AB
in tr. AOB isoscel, OP = > 1p
Finalizare 1p
4,
()  Fie P mijlocul lui BC. Deoarece MP este linie mijlocie in triunghiul CAB, deducem ca
MP:é—BzATC:AMgiMPuBN. 1p
Cum BN = AM rezulticd MP = BN .
Deducem MNBP paralelogram, deci O, care este intersectia diagonalelor BP si MN, este mijlocul 1P
lui [MN] 2p
(ii) . BP BC 1
Deoarece MBNP este paralelogram OB = OP deci OB = OP = D3 = ik Cum P
BC B BC
OC =0OP +PC = ¢ + ¢ = 3BC , se obtine tocmai conditia ceruta. 2p
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Clasa a Vlll-a

1.

() Sasearateca pentruorice a,b,c € Rare loc egalitatea
da* +b*+¢*)=(a+b+c) +(-a+b+c) +(@a—b+c)* +(@a+b—c).
(i) Daca u,v,t e Nsunt patrate perfecte pare, aratati ca u+v +t este suma a patru patrate perfecte.

2.
() DacateR si t—% =2,sdsearateca t e {-13}.
(i)  Numerele reale a si b verific egalitatea a* -b? —3a? -b* =2. Sé se arate ca a si b nu pot fi simultan
rationale.
GM 2014
J intr-un paralelipiped dreptunghic suma tuturor muchiilor este 76 cm, iar lungimea diagonalei este 13 cm.
Calculati (a +b —C)-(a -b +c)+ (a +b —C)-(—a +b +c]+(a -b +c:)- (~a+b+c),unde
a,b si ¢ sunt dimensiunile paralelipipedului.
SGM 2015
4. Se considera tetraedrul ABCDcu muchiile opuse perpendiculare. Fie 4E 1 BC, EeBC, AF 1 CD,
F eCD.Fie BE NDE ={R}si CRNBD ={J}.
() Demonstratica DE 1 BC.
(i) Demonstratica 4J L BD.
NOTA

Toate subiectele sunt obligatorii;

Fiecare subiect este notat cu 7 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.




Clasa a Vlll-a Barem

1.
() (a+b+c) =a* +b> +c* +2ab +2ac + 2bc 1p
Finalizare 2p
() w=02n)v=02m).u =(2p)” unde m,n,p sunt numere naturale. P
Se aplica rezultatul din (i). 3p
2. (i) Seaducelaforma t* —2t—3=0 1p
de unde, prin descompunere (f +1)(f —3) =0 rezulta t e {-1,3}. 2p
ii 2 2
) Se noteaza z—zzt ecuatia a”-b™> —3a* -b* =2 devine t—§=2 P
a’ a’
— =—1nu are solutii reale. —- = 3implicd a* = 3b’ 1p
b b
Finalizare Tp
3.
Fie S suma tuturor muchiilor, atunci S =4(a +b+c¢)=76,deunde a+b+c=19 2p
Din d:\/a2+b2+c2 =13 se obtine a’ +bh° +¢> =169 2p
E:(a+b+c)2—2(a2 +5% 42 %
Finalizare E =197 —2-169 =361 —338 = 23 2
4.
(i) 3p
Din ipoteza obtinem BC L (AED), deci BC L DE .
i
(i) 2

Analog CD 1 BF, deci R este ortocentrul triunghiului BCD.

Atunci CR 1 BD, BD 1 (ACR)si concluzia 2p




