INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN IALOMITA

SUBIECTE PROPUSE PENTRU ETAPA LOCALA
OLIMPIADA DE MATEMATICA 2015

CLASA aV-a

Problema 1. (7 puncte)

Fie numerele naturale x si y care satisfac relagia: Sx +3y =2015.

a). Aratati ca suma celor doua numere nu poate fi1 462.

b). Aflati cele douda numere stiind ca suma lor este 463.
Problema 2. (7 puncte)

Aratatl ca dublul sumei numerelor naturale, care impartite la 2015 dau catul
egal cu restul, nu este patrat perfect.

Problema 3. (7 puncte)

Determinati elementele multimilor A si B daca sunt satisfacute simultan
conditiile:

a). A are trei elemente numere naturale pare consecutive;

b). B are trei elemente numere naturale impare consecutive;

¢). Cel mai mic element al multimii B este succesorul celui mai mare element
al multimii A;

d). Suma elementelor multimii A U B este egala cu 2043.

Problema 4. (7 puncte)

Multimea numerelor naturale impare se imparte in submultimi astfel:
{1, 3.5}, 17,911}, {13,15,17,19}, . . .
a) Aflati care este primul numar din cea de a 2014-a submulfime.
b) Exista o submultime de acest tip care incepe cu 2013? Justificati raspunsul.

e Nota: Toate subiectele sunt obligatorii
e Timp de lucru: 2 ore
eTotal: 28 puncte (nu se acorda punct din oficiu)



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN IALOMITA

Str. Lacului Nr. 19,Slobozia lalomita
Tel/Fax: 0243/231825; 0372705073; Fax: 0243/231825
E-mail: secretariat@isjialomita.ro

SUBIECTE PROPUSE PENTRU ETAPA LOCALA
Olimpiada de matematica - 2015

CLASA aVl-a
Subiectul I (7 puncte)

a)Sa se determine a,beN,a<b pentru care [a,b]=540 si (a,b)=18

b) Aratati ca : e et <L
1-13 13-25 25.37 2005-2017 12

Subiectul II (7 puncte)

Aratati ca :32014 442014 52014 GM

Subiectul III (7 puncte)

Pe o dreapta a se considera punctele A, A1,Ao,........ Aso1s astfel incat
AcA1=A 1AL, AcA2=A2A3 AcA3=A3A4,. ... . AcA2014=A2014A2015 Stiind ca
A2014A2015=2°"1% em, calculati AgA1, AxosAaois si determinati cel mai mic
numar natural k asa incat ApAx> 1 km

Subiectul IV (7 puncte)

Fie unghiul propriu XOY si punctele A,Ce€Ox,iar B,D€Oy asa incat
[OA]=[OB] si [AC]=[BD] si A intre O si C, B intre O si D.Stiind ca
ADNBC={P}, demonstrati ca: a)[AP]=[PB]

b) [OP este bisectoarea unghiului XOY

¢)punctele O,P,M,N sunt coliniare, unde M si N sunt mijloacele segmentelor
[AB] respectiv [CD]

e Nota: Toate subiectele sunt obligatorii
e Timp de lucru: 2 ore
eTotal: 28 puncte (nu se acorda punct din oficiu



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN IALOMITA

Str. Lacului Nr. 19,Slobozia lalomita
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SUBIECTE PROPUSE PENTRU ETAPA LOCALA
OLIMPIADA DE MATEMATICA 2015

CLASA aVll-a

Problema 1. (7 puncte)
a). Sa se calculeze:
_4-2 6-4 8 6 2016 —-2014

+ e ———.
3-1 5.3 7 5 2015-2013
b). Determinati cel mai mic numar intreg care este mai mare decat x, unde

_ 6 +V8 4104412 416 4420
2+3+45

Problema 2. (7 puncte)

Fie numerele a, = 1 a,=~3+5,a,=+v7+9+11,

a,=VI13+15+17+19, ...
a). Calculati a,.

b). Cate numere a,,k € N", k <2015, sunt numere irationale.

Problema 3. (7 puncte)
in paralelogramul ABCD cu AB=2-BC, se construieste [AM bisectoarea
ZDAB, M e[DC]. Perpendiculara in 4 pe AM intersecteazd BC in N. Daca

MN ~ AB ={P}, aflati valoarea raportului %

Problema 4. (7 puncte)

in triunghiul ABC cu m(£ 4)=90° si m(£C)=30° considerim bisectoarea
[BE, E €[AC] siun punct D pe [BC] astfel incit BC =3 - BD. Daci {O}=BE N AD
si F' este mijlocul lui [AB], aratafi ca F, O si C sunt coliniare.

e Nota: Toate subiectele sunt obligatorii
e Timp de lucru: 3 ore
eTotal: 28 puncte (nu se acordad punct din oficiu)
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SUBIECTE PROPUSE PENTRU ETAPA LOCALA
OLIMPIADA DE MATEMATICA 2015

CLASA aVlll-a

Subiectul 1. (7 puncte)

a) Demonstrati egalitatea: k -1

Jn(n+k}(Jn+k +J;) N

(V)nk e N

b) Aflati neNasftel incat:
13 13 13 39

ﬁ(.\/ﬁ+\/l_)+ ]4.2?(.\/2_7+\/]E]+ ........................ +\/ﬂ(n+]3)(\/”+]3+\/;)_40

Subiectul 1l. (7 puncte)

. 2015 1 (10 +4\/€)2m5
Calculati : (5—2«/5) +(5+2Jg)zms] 22016

b) Determinatia,b €Q,astfel incat : a(JB_+2)+J§=b(2J3_+1)+3

Subiectul lll. (7 puncte)

In triunghiul ABC se cunosc: AB=AC= 246 cm si m<%(BAC)=45" Se construieste
MB 1 (ABC),MB=2cm .
Calculati:  a) d(M,AC); b) d[B,(MAC)]; ¢) cos « [(MAC),(MBA)]

Subiectul IV. (7 puncte)
Fie piramida patrulatera regulataVABCD,{0} = AC n BD si P,Q€e (V0).
Daca {E} = AP N CV,{F} = CP N AV,{S} = BQ n DV si {T} = DQ N VB.

Aratati ca masura unghiului dintre dreptele EF si ST nu depinde de alegerea
punctelor P si Q pe segmentul VO. G.M.

# Nota: Toate subiectele sunt obligatorii
e Timp de lucru: 3 ore
eTotal: 28 puncte (nu se acorda punct din oficiu)



SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — clasa a V-a

Problema 1. a) Folosind metoda reducerii la absurd, se presupune ca suma celor doua

numere naturale este 462. Dect X +y = 462‘ 3<3x+3y=1386.. ........... 1p
Dar 5x +3y=2015=2x=0620. . . . .. . 1p
Cum 2x este par s1 629 impar obtinem x ¢ N, contradictie .................. 1p
b) x+y=463|-3<:>3x+3y=1389 .................................. 1p
S5x43y=2015=2x=620x =313 ... .. .. 2p
3I3+y =463 <y =150, .. 1p
Problema 2. Conform teoremei impartirii cu rest: a =2015-q+r,r<2015,reN
Deoarece q=r obtinem a=2015-r+r=2016-r.......................... 1p
Pentru scrierea termenilor a,=2016-0; a,=2016-1; a,=2016-2; :
a,01s=2016-2014 ... 1p
Calcularea 2s =2(a, +a, +a, +---+2,0,5)=2-2016-(0 +1+2+3 +---+2014)=
=2-20]6-20M2ﬂ=2014-20]5-20]6 ............................... 2p
Deci dublul sumei este un produs de numere naturale consecutive care este divizibil
CU S L e e 1p
dar nu este divizibil cu 5% ... .. ... 1p
dect dublul sumei nu este patrat perfect .. ....... ... ... . 1p
Problema 3. Fie a un numir par. Atunci A={a;a+2;a+4} ................... 1p
SiB={a+5a+7,a+0) . 1p
Deoarece A are elementele numere pare si B are elementele numere impare cele doua
multimi sunt disjuncte si Card(A UB)=6.............................. 1p
Din AUB :{a;a +2;a+4;a+5a+7;a +9} obtinem ca
a+a+2+a+4+a+5+a+7+a+9=2033<=6a+27=2033<=a=336..... 2p
Atunci A ={336,338,340} ... 1p
S B={341,343,345} ... .. 1p

Problema 4. a) Pentru scrierea primelor (k-1) submulfimi sunt folosite primele numere
impare consecutive, deci ele contin

k—1)-k
'1+2+3+---+(k—1)=%numere ............................... 1p
Cum numerele impare sunt de forma (2n-1) obtinem ca primul element al celei de a k
submultime este: 2[% +1}—l =(k-1)-k+2-1=k*-k+1 ........ 2p

Deci primul element din a 2014-a submultime este numarul (2013-2014+1) ..1p
b) Presupunem ca exista o submultime care incepe cu 2013. Atunct:

k? —k+1=2013<<k(k—1)=2012 .. ... i 1p

cum (k-1) si k sunt numere naturale consecutive si
44 .45 =1980 <2012 <45-46 =2070rezultd ca 2012 nu poate fi scris ca un produs
de doud numere naturale consecutive ... ... i 2p



SOLUTII S| BAREME ORIENTATIVE — clasa a Vl-a

1 a)Scrie relatia:[a,b](a,b)=a - Duovtiveiiriiiiiii e 1p
Din a - b=I8 - 540,a=18a;,,b=18by;(a1,b1)=1 = ¢a, -b, =30......cccccceii. lp
Din a<b =>ai<bi Obtinem;(ai,b1) €{(1,30);(2.15);(3,10)(5,6)}..covvrvrrercrc 1p
Finalizare (a,b)€{(18,540):;(36,270);(54,180);(90,108)}........ccoeeeiiaini... Ip
b)Incgalitatea ceruta este echivalenta cu: £+L Forereeene _12 <l Ip
1-13 13-25 2005-2017
11 1 1 1 1
St ———FrstvreeeF —— ———— <1
1 13 13 25 2005 2017
1 1 2016 . . L
oS-——<le <1(A),ceca ce demonstreaza inegalitatea initiala.................oo Ip
1 2017 2017
2 Observa ca 52014=57 5012 =37 52012 1 42 . 52002 2p
Obtine 37 <5 & 3% <3250 .. 2p
Analog 47" <4757 e, 2p
Finalizare............................. Ip
3 Noteaza : A4, =x = Ay A, =2x, A4, =27 x, A A, =27 %, oAy Ay s =27 X, 2p
Scrie ecuatia A, Ay s = A Ay s 1227 x =2 o x =2 Ip
Obtine: A, A, =2cm; A, Ay, s = AyAyy s — AgAyges =277 =27 =1023-2°" (cm)............. 2p
Din 44, >10° &2" >10° <27 5 552" <5 <2 = min(k-5) =12 =k =17........... 2p
4a) Din AAOD=ABOC(LUL) = <x4D0O =<xBCO................ lp aAPC =aBPD(LUU) =[AP]=[PB]
................................ Ip b)
aAOP =aBOP(LLL) = << AOP =<«BOP.................. 1p Deoarece
PEInt{(AOB)sid:XOPE<£YOP:>[OP — bisxXOY .......... 1p
c)Demonstreaza ca daca OPNAB={M}, atunci - M,mijlocul lui [AB]
2 AOM =aBOM (LUL) =AM | =|MB| < M —mijlocul lui [AB].............. Ip
Analog se arata ca N este mijlocul luilCD],unde {N}=OPNCD.................... Ip Din M si
N mijloacele [AB] respectiv[CD] si M,NEOP = O,M.P,N- coliniare......... Ip
SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — clasa a VII-a
2 2 2 2
Problema 1. a) A= + + +oi 1p
3.1 53 7-5 2015-2013
1 1 1 1 1 1 1 1
A= —— i ——— —— L 2p
1 3 3 5 5 7 2013 2015
1 1 2014
A=c—m = 1p
1 2015 2015
b) x_\/3+«/§+\/10 + 124416 +420  V2(V3+24+45)+2-(V3+2+45)
2+ ﬁ + \/g 2+ \/g + \/g
(ﬁ +2 4 \EI\E + 2)
= =242 1p
2++/3+4/5
Scrierea relatiei 1 <+/2 <2<3<2+2<4 1p

Concluzia: cel mai mic numdr natural mai mare decat x este4 — ....... 1p



Problema 2 a) se observa ca: a, 1=V =141
32:\@:\/273:2-«/5; ay = 7:\/373:3'\/3; a4:«/a:\/473:4-\/1;...

in general numerele au forma a, = Ve =k 2p
deci ay =949 =27 Ll 1p
b). Pentru a afla numarul numerelor irationale scidem din 2015 numarul de numere
rationale. Pentru ca a, €Q trebuie sa avem k patrat perfect ~ ...... 1p

Cel mai mare pitrat perfect mai mic decit 2015 este 1936 =447, deci 1° NE ,

2? -\/2_2, 32 -\/372, - 447 . \/44?% sunt numere rationale, deci avem 44 numere

rafionale e 2p
Daca sunt 44 numere rationale, atunci 2015 —44 =1971 sunt numere irationale . . 1 p

Problema 3 [AM bisectoarea £ DAB=> £ DAM =/ MAB; dar /£ MAB= ./ AMD
(alterne  interne) = AADM isoscel de bazi [AM]|=A4D=DM; dar
AB DC

AD=BC= EREE =M este mijlocul laturii [DC] ... ...... Ip
deoarece [AM bisectoarea £ DAB s1 AN 1AM :>[AN bisectoarea / EAB, unde
Ae(DE)= ZEAN=ZNAB i, 1p
din LEAN =2 ANB (corespondente) = L NAB=/ANB —=AB=BN .. 1p
in ANMC avem PBIMC =(cf. T.F.A.) ANPB~ANMC= ;i ﬁfj .. 1p
Cum MC = AZB =BC s1i NB=AB=2-BC gasim
NC=NB+BC=2-BC+BC=3-BC= B ﬁ:ﬂ“ﬁ‘zﬁ . 1p
BC 3-BC 3
Deci AP:AB-PB:Z-BC-z'BC:A'fC ................. 1p
Adica AP—4 BC 3 = e 1p
PB 3 2.BC

Problema 4 Deoarece {O}= BE N AD vom arata cd O e CF aratand ca dreptele AD, BE
si CF sunt concurente folosind reciproca teoremei lui Ceva.

.. . BF AE CD
Aratam ca s . =1.
A EC DB BF
Deoarece F este mijlocul lui [AB]:>BF FA= — T =1 1p
Cum [BE este bisectoare = —— AE _AB 2p
EC BC
BC AB 1 . AE 1
Din AABC cu m(£ 4)=90° si m(~£C)=30° => AB=—="=—,deci —=—1p
(£4)=90° si m(£C) > =303 EC o
Din ipoteza BC=3-BD = DC=BC-BD=2-BD deciQ=2 ........ 1p
BF AE CD | 1 bB
Asadar, . . =1.—.2=1, deci dreptele 4D, BE, CF sunt concurente, si

FA EC DB 2
deci punctele C, O, F coliniare ... .. ... e 2p



SOLUTII S| BAREME ORIENTATIVE —clasa a Vlll-a

Subiectul 1 a) Amplifica in membrul stang cu(«rn +k —+/n ),simplifica prin k si obtine
n+k —\/; 5

Finalizare .....ccoveevueeneens 1p
b) Se aplica rezultatul precedent, avand K=13 si se obtine:
1 1 1 1 1 1 39
——— EE—— =, 2p
1 s ia 27 o n+13 40
et 1 —71 = ﬁ it 71 = L Ip
T AT Ry s i R
Finalizare n=1587.......cccceevevevvevvecnnnne, 1p
Subiectul Il a)Rationalizeaza numitorul,obtine in paranteza patrata:
2015
2-(5 —2J6) ................ 1p

2013

2015
Scoate factor comun si obtine: (10+4\/€) s (S+2J€) e 1p
2016 2015

Finalizeazawzl ............................................................................... 1p

b) Obtine forma:(2a-b-3)+(a-2b+1) 3 =0..cceverevrrvrvvcrnnn 1p
Din(2a-b-3) e Qsi 0 Q = (a-2b+1) B €Q

Din (a-2b+1) € Q si (a-2b+1) 3 € Q =a-2b+1=0 ............ 1p
Inlocuind in prima relatie =2a-b-3=0....c.cccevvveveivrrrcrennn, 1p
Finalizare: a= 7 si b=§ .......................................................... 1p
3 3
Subiectul Il a) Justificare: d(M,AC)=ME,unde BE L AC .........cceuvevuu.en. 1p
A[ABC]=62(cm’) =BE=2Bcm  ME =4 0 coooovrornvenericns e 1p
b) Justificare; d[ B.(MAC) | = BO,undeBQ L ME .ccoovvsmsierrvnrsrnen 1p
BQm A3 e e e e e e e e e 1p
c)ustifica:  pr,,,, aMAC =aMAF,CF LAB ....ooovvvivisiirieiirsiisceciiinan. 1p
A
Calculeaza: cos u=ﬂzg; w =m[ (MAC),(MAF ) | csvssnssssrrsivssnnnns 2p
[MAC]
Subiectul IV Aplicat.Cevain aACV siobtine: VE_VE 2p
FA EC
Aplica R.T.THALES in AACV si obtine EF|[AC....ccccurnrennen 1p
Analog demonstreaza ca ST||BD...oovceieieiniieiinecrinesssssenaneens 3p

Finalizare m<c(EF,ST)=m<%(AC,BD)=90"....ccceeverrrrrrrrrrivrnnnn: 1p



