SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE - filiala SALAJ
OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala — 14 februarie 2015

Barem Clasa a V-a
PROBLEMA 1

Fie numarul 4 =403.5"" —2015
a) Aratati ca numarul A4 se divide cu 2015 ;
b) Aflati catul si restul impartirii lui 4 +2016 prin 2015.

(Autor prof. Gornoava Valeriu — Liceul cu Program Sportiv “Avram lancu” Zalau)

Solutie
a) A=403-5°"% _2015 <> A=403-5-5"" _2015 <> _..oooooviseee e ] punct
© 4=2015-(5"" ~1) < 4:2015.. 2punc£e
b) A+2016=2015.5"_2015+2016 <> 4+2016 =2015- 5”""‘+1¢ ...... 2
O =5 R =1t o e e e e e e e e e e e 2 pUNCEE
PROBLEMA 2 puncte

Se dau numerele g =2'": [(7” 7" 5)9 +2'%: (24 8)+4“'°].2108 si b=373—(32+32+32)24'
a) Calculati a si b.

b) Comparati a si b. (propusa din partea Scolii Gimnaziale “Gyulaffy Laszlo” Cehu Silvaniei)

. _ Al109
SOl“tle a) Determinarca valorii a=2 .....Zpuncre
T2
Determinarea valorii b=2.3 2prmc£e
By =2 =2 (2 =28 1 punct
. 36

b=2-3" = 2'(32) R Y | punct
FInalizare @ <O e I punct

PROBLEMA 3

Doi colegi citesc doud carti avand acelasi numar de pagini. In prima zi unul citeste a cincea
parte din cartea sa, iar celalalt a saptea parte, constatand ca a citit cu 16 pagini mai putin decat
primul. Cate pagini mai au de citit fiecare?

Solutie (propusa din partea Liceul Tehnologic “Liviu Rebreanu” Hida)
Notam a 5-a parte dintr-o carte cu x sia 7-a parte cu V...ooo oo ovvevve e o v e v eennnn [ punet

D11 B e T DN B 117 e
5:x=7"y.. . . wve e ] punct

Ne rezulta 5 - (16 + y) =7y, deu 80 + 5 y=7"y, rezulta y= 40 six = 56 2 puncte

Cartile au fiecare 56 -5 = 40+ 7 = 280 PaAZINi..cccve e cvvveeeer et e e e cvave aenevnaen | pURCE

Elevii mai au de citit 224 respectiv 240 pagini... ... .o v v vve et cevvevee cee vee eee e e punct
PROBLEMA 4

Numarul 65 are proprietatea ca se poate reprezenta in cel putin doua feluri ca suma de doua
patrate perfecte 65 =49 +16 =64 +1. Aritati ca numarul 25> are aceeasi proprietate.

Solutie (Gazeta Matematica)
25=9+416=3"+4" . et e e ere e e et s e aen e e e v sae sne e nee e ] pURCE
et 257 225725 = (¥ 44 ) (25 = 1 punct
=(3257) (425l punct
257 =15625=5625+10000 =757 41007 ... .. coi i cee e e et e aen et s e e e e, 2 pUNCLE
deci 25" =257 .25’ =(752 "'1002)'(25]”%)2 S e | pUNCE

=(?5'25]006)2 +(100‘25|006)2 .............................. 1 punct



SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE — filiala SALAJ

OLIMPIADA DE MATEMATICA Etapa locali — 14 februarie 2015

Barem Clasa a VI-a
PROBLEMA 1

Fie a,bsi ¢ trei numere naturale prime si distincte, astfel ca 4a +6b+9¢ =105.
a) Determinati valorile numerelor a,bsi c.

b) Daca n este un numar natural impar, atunci aratafi ca numarul 2" —2_” +2"" se poate scrie
ca suma de doud patrate perfecte, unde «,bs1 ¢ sunt numerele determinate la punctul a).

Solutie (autor prof. Breda Francisc — Liceul de Arta ,, loan Sima” Zaldu)
Q) Qi3 o0 @ =3ttt I punct
2b+3¢=31=3c <31 = €{2,3,5,7} i 1 punct
CIMPAT, € F @ =€ E{5,T} oorverieiiiicie I punct

¢ =5=bh=8compus

C T o0 D = S e, I punct

b) =2k +1=>2" —2" g2 S22 e s

) cev e e | punct
2 (22 )= (@) 3= (2 (2 3) =

v veeee v d punct

- (2“3 )2 +(2"'+2 -3)2 ....................................................................................................... 1 punct
PROBLEMA 2
Se considera numerele: A=l+l+l+m+L; B=§+i+§+ .,.&
4 5 6 2016 4 5 6 2016
a) Sase aratecd A+ B este un numar natural.
- . 2013
b) Sa se arate ca <B-4<2013. (G.M. 12/2014-supliment cu exercifii)
Solutie
1,3 1 2015
+B= (= +2 —
a) A+B (4 4) oo (2016 + 21016)............ OSSP O OOOPOPORNO ) /171 Yo <
A+B=1+1+....... 1 (de 2013 0Or1) weveenin it et et e et e e e e e e ] pURCE
FINAlIZAre ... ....co.ciin i it it et et s e vt e e et e et e et e s e aes ve ees e e eeen ] PURCE
2013_,3 1, 4 1 2015 1

FINAIIZATC ... ... coe e oo e o e et e s e e e e e et e e e e e e e ae eee s enee aae eee oo ] PURACT
PROBLEMA 3

Pe o dreapta se considera punctele distincte 4, B,C, D, M in aceasta ordine astfel incat B este
mijlocul segmentului [A C], [MD] = [DC] = [A C] si BD =6cm .

a) Calculati distantadela 4 la D.

b) Aflati lungimea segmentului [AM ] (propusa de Scoala Gimnaziala “Simion Barnutiu” Zalau)

Solutie

a) Din B mijlocul lui (AC) rezultd AB = BC.......oi e 1 punct

MD =DC = CA Z 2B et e et be e et e e e e s st an s e e e snnee s I punct

BD=BC+CD=BC+2BC=3BC,deci BC=2cm....cccocvvvririiriiiiiiniiiiniininnnnnn 2 puncte

AD = AC + CD = 4AB =8 CIM ..ottt I punct

D) AM =3AC = 3-2BC = 12CM ittt 2 puncte
PROBLEMA 4

In jurul unui punct sunt patru unghiuri consecutive AOB, BOC,COD, DOA astfel incat al doilea
este dublul primului si inca 20°, al treilea este cu 10° mai putin decat intreitul primului, iar al
patrulea este de patru ori mai mare decat primul si inca 30°. Cate grade are fiecare unghi?

Solutie o (Gazeta Matematica)
Notam masurile unghiurilor cu O,,0,,0,,0,

Atunci: 0,=20,420"; 0,=30,-10"; 0, =40,430" ..oooorrrrooererereeeeeeeeeeene 1 punct

Cu aceste notatii avem: 170=5 é, F L0 e 2 puncte

(31 230 e I punct
0,=64"+20"=84"; 0,=94°-10=84"; 0,=128"+30"=158" ........coovervirrrrrrnnns 2 puncte

Masurile unghiurilor sunt:32°, 84°, 862, 158°. .. .. i I punct
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Barem clasa a VII-a

PROBLEMA 1 _
a) Calculati: E:i( L1 J aeN".
3\3a-2 3a+l
b) Daca S—L+ 1 I +...+ l ,neN',arﬁta;icéiS<l.
1-4 4.7 7 10 (Bn-2)3n+1) 3
(selectata de prof. Chis Maria — Scoala Gimnaziala “Corneliu Coposu” Zalau)
Solutie
a)E = ! OSSOSO S PRSP OUOYPUPUSUPPROPRTRPPRPPPRPPPRRC | o

(Ba-2)3a+1)
b) Folosind a) obtinem:

| 1 1 1 I 1 1 1 n
S=—||1-=|+| = —= |4l = —— |+...+ - = L 3p
3 4 4 7 7 10 3n-2 3n+l 3n+1

< i — l ]p
Sy T3 s
PROBLEMA 2
a) Aratatl ca numarul x= > + I 55 + 25 este numar natural si
0,0(2) {0,0(02) " 0,0(002) s
determinati valoarea acestuia. (%)
b) Demonstrati ca numarul m =+/1-2-3-...-2012+2013 este un numar irational.
Solutie (Gazeta Matematica, 10/2013)
1 1 1
a) Transformarile: 0,0(2)=—,0,0(02)=——,0,0(002)=——

) ( ) 45 ( ) 495 ( ) 4GQG rerererererere 1 ptmct
Inlocuind sub radical se obtine: x =+/5-45 ++55-495 +/555-4995 ..........ccc.e..... ] punct
Efectuand calculele sau descompunand factorii de sub radicali se obtine:

x =435 4375112 440325377 o x=15+4165+1665 << x=1845 .2 puncte
b) Deoarece produsul 1-2-3-...-2012 se termind in 0 .......cccoooevieiieieieie e 1 punct
suma 1:2:3-...-2012+2013 se terMiNA CU 3 ......cooiiiviiiiiiiiiiciiriee e I punct

Cum nici un patrat perfect nu se termina cu 3, rezulta ca numarul m este numar irational .../ punct
PROBLEMA 3

Se considerd numerele rationale nenule a,b,c,d . Ardtati ca a-b-c-d <0, stind ca

1 2 3 -4
a+b+c+d b+c+d c+d+a d+a+b (Gazeta Matematica, 9/2014)
M ~a+b+c+d b+c+d c+d+a d+a+b
Prin inversare avem: | B — = =k eeoieiiee e punct
Rezultd (1)a+b+c+d =k (2)b+c+d =2k (3)c+d+a=3k si (4)d+a+b=4k _ 2 puncte
Scazand relatiile (1)si (2)obtinem a=—k . I punct
Scazand relatiile (1) si (3)obtinem b=—2k I punct

Scidzand relatiile (1)si (4)obtinem ¢ =3k, iar prin inlocuirea in (1) obtinem d =7k 7 punct

Deci abed =—42k" evident NEGAtIV......ocvieve v e er et e et e sve e s ves ses s ses ees ene sve seenenenn ] pURCE
PROBLEMA 4

In interiorul patratului 4BCD se considerd punctul E . Ardtati ci, daca triunghiul CED este
echilateral, atunci triunghiul AEB este isoscel, cu masura unghiului AEB de 150°.

Solutie  (selectata de prof. Gornoava Valeriu — Liceul cu Program Sportiv “Avram lancu” Zalau)

Triunghiul CED echilateral atunci CE = DC = DE §i masurile unghiurilor EDC, DEC $i ECD
sunt de cate 60°, iar ABCD pdtrat, atunci CD = AD = BC  iar masurile unghlunlor ADC si BCD

sunt de cate 90°.............. .. I punct

Atunci masurile unghlurllor ADE §1 BCE sunt de cate 30° .1 punct
Triunghiurile DAE si BCE sunt congruente (LUL ) rezulta ca laturlle AE $1 BE sunt congruente,
deci triunghiul AEB este isoscel cu baza AB .. ...3 puncte

Deoarece 4D = DE triunghiul ADE este 1soscel cu baza AE rezulta ca masura unghiului DAE
este de 75°, iar masura unghiului E4B este de 15°............... e Ipuncr

Triunghiul AEB isoscel cu baza AB atunci masura un;:,hlulm AEB estc de ]50° ... punct
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PROBLEMA 1 Barem clasa a VIII-a

a) Daca ae [— 2,3] si a+2=>5b, atunci expresia

E=va’ +2b" +4a+4 +~a® +2b> —6a—4b +11 are valoare constanta.
(selectatd de prof. Muresan Marius si Csatlos Mihai — Liceul Tehnologic ,,Octavian Goga™ Jibou)

b) Fie x,y e Z astfel incat (x—ﬁ)(x—\/g)<(} si (y—\/g)(y_\fm)<0’ Aflati ‘x_y‘zms

(autor prof. Vlaicu Daniela — Scoala Gimnaziala ,,Gheorghe Lazar” Zalau)

Solutie

a) Scriec E =va® +4a+4+2b> +a* —6a+9+2b* —4b +2
apoi E =\/(a+2)2 +2b° +\/(a—3)2 +2(b—1)2 et | PURCE
inlocuind a+2 =5bse obtine E =27’ +\/27’(b —])2 =Eﬂb‘+‘b—l|) ceveeeed punct

a+?2

—2<a<3/42=0<a+2<5/:50< S1=0<h<1=|p|=b
Finalizare: din 0<b<1/-1=-1<bh-1 SO:)‘b—l‘:q—b w1 punct

Atunci E =ﬁ(b+l —b):3\/§=consr

b) Din(x—Jz_)(x_Jg)<0:>{X—J§<0 {x—\/’z>0

sau
x—J5_>0 x—J§<0

Din (),:—JS_)(}»'—J]?)<0:>{y_\/§<0 sau {::%;joiye(\lg,xﬁ_ﬂ) Cum yeZ=y=3

corennn 1,5 puncte Deci ‘x—y| ceereiee e mae s | punct
PROBLEMA 2

2 xeZ =2
e (\E’ JS_)Cumre i 1,5 puncte

a) Stabilifi valoarea numerelor reale x, y,z € R, care satisfac relafia:
x*+y? +z2" =4x -6y +10z 38
b) Numerele reale nenule a si b verifica egalitatea a’b * —3a °b° =2.Sd se arate cd a §i b

nu pot fi simultan numere rationale. (Gazeta Matematica)
Solutie
@) (x*—4x+4)+(y* +6y+9)+(z" ~10z+25) =0deci (x=2) +(y+3) +(2=5).20...1 punct
Finalizare: x =2,y =-3,2=5 ..o it v e v e vee e e e pUBCE
az b2 a? b2 -b2
b) —-3—=2=2—-24——4— =0 ieei ettt eee i eee e eeerrvnenn e . ] ptnCE
) b* a’ b? a®  a® P
a_ by (b)) o (a b A  d punct
b a a b a a/\b a a
[E—3EJ[E+E]:O."... PSPPIy 2177 T
b a/lb a
a b ) a b a 5 . o
Cazul I: E=3—:>a=ibﬁ$1 Cazul II: Ez——:>a, =—b", imposibil............. 1 punct
a a
Deci a =+b+3 de unde asi b nu pot fi simultan numere rationale....................... Ipunct
PROBLEMA 3

T - . 1
Aritati cd daca a’ +b° +¢” <1, atunci ab+bc+ca eg——,l

Selectata de prof. Szabo Otilia — Scoala Gimnaziala ,, Andrei Muresanu” Cehu Silvaniei)



Solutie

(at+tb+c )2 =a’+bi+ct+ 2(ab e +Ca) v 2 PURCTE

0< az+b2+cz+2(ab+bc+ca) sia?+bl+c’<1 = ab+bc+ca>-% ............ 2 puncte

(a—byY +(b-c)+(c—a)y=2@a"+b>+c>)—2(ab+bc+¢a) ... 2 puncte
Finalizare ab +bC 1+ Ca <1 oo sneesne oo ] PURCE

PROBLEMA 4

In paralelipipedul dreptunghic =~ ABCDA'B'C'D' cu AB =l2\/§ cm, BC =12 cm
AA"'=18 cm se considerd pe muchia [4'B'] punctul N  astfel incit A'N =3-B'N si P E(AA ‘].

Determinati lungimea AP astfel incat pentru orice M E[BC' ] triunghiul MNP si fie dreptunghic in

N.
(Gazeta Matematica)
Solutie
BC 1 (ABB'"),PN < (ABB")= PN 1 BC,PN 1 BN
= PN L (BMN)= PN L BN o2 puncle

NA" = 9\/3_> NB'= 3\5 1 punct

Notind 4'P=x=> PN’ =x" +243 1 punct

BN® =324+27 =351 ettt es s e | PURCE
PB> =(18-x) +(123) =324 -36x+x* +432=756-36x+x" [ punci

Triunghiul MNP este dreptunghic in N =756 —36x +x* =x” +243 +351

TIXZASCM | et ] puURCE



