TELEORMAN Olimpiada de matematica
Etapa locala, 28.02.2015

Clasa aV-a

1. Fle numﬁrul A — 22020 . 52015 + 22017 . 52016 _ 22016 . 52017_

a) Aratati ca numarul A nu este patrat perfect.
b) Determinati numarul cifrelor lui A, scris in baza zece.

2. Fie A o multime formata din 10 numere naturale. Adunand resturile impartirii
tuturor numerelor din multimea A la 4 se obtine 29.
a) Cate numere pare si cate numere impare contine multimea A ?
b) Daca suma numerelor impare din A se imparte la 4, determinati restul
impartirii.

3. a) Aratati ca 2° + 21 + 22+...+ 2% = 1023.
b) Demonstrati ca numarul 2015 nu poate fi scris sub forma
20 4+ 21 4 224...4 2™, unde n este un numar natural.
c) Fie a = (2°+2Y) 4+ (20 4+ 21 + 22)+...+ (20 + 21 + 22+... 4 22015),
Aratati ca numarul b = a + 2015 este divizibil cu 4.

4. Sa se arate ca numarul n =11+ 101+ 1001+ 10001+...+100...01 este
101 cifre
divizibil cu 10, dar nu este divizibil cu 100.

Clasa a VI-a

1. Fie numerele naturale x = ab, y = cd, scrise in baza zece, astfel incit x > y si
xy = 2015. Sa se arate ca :
a) Numarul z = 31* - 13Y + 403 este divizibil cu 2015.

X42¥

. 2%42
b) Fractia

este reductibila.
3X4+3Y

2. Fie n un numar natural astfel incat numerele n,n + 2 si n 4+ 4 sa fie prime. Sa se
determine cel mai mic numar natural care, impartit la n da restul 1, impartit la
n + 2 da restul 2 si impartit la n + 4 da restul 6.

3. Sa se arate ca nu exista cifrele a, b, ¢, a # 0, astfel incat sd se verifice egalitatea
ab - ¢ = abc, numerele fiind scrise in baza 10.

4. Fie 0, A, B, C puncte coliniare astfel incit A € (OB), B € (AC) si D mijlocul lui
(AB), E mijlocul lui (BC), F mijlocul lui (AC). Sa se arate ca
OA+ OB+ 0C = 0D + OE + OF.



Barem clasa a V-a

I. a) A = 22016.52015(24 7.5 _ 52) — 2201652015 _ (1008)2 . (51007)2 . 5 care nu este
PATAL PEITRCT. .. e 4p
b) A = 22016.52015 = 2. 102015 = 200...0, deci A are 2016 cifre.......................... 3p
2015

2 a) Deoarece cele 10 resturi sunt mai mici sau egale cu 3 si suma lor este 29 = 3-10 — 1, va
rezulta ca noud dintre resturi sunt 3, iar unul este 2 ( dacd ar exista cel mult opt resturi egale cu 3,
suma lor ar fi mai mica sau egala cu 24, deci ar ramane doua resturi mai mici sau egale cu 2 care au
suma mai mare sau egald cu 5,ceea ce nu este posibil). Deci noud numere sunt impare (de forma

4k + 3,k € N), iarunul par, de forma 4n + 2,n € N.oooooiiiiiiiiiii 4p
b) Suma numerelor impare din A este de forma 4p + 27 = 4(p + 6) + 3,p € N, deci restul
FERYsEE g N A ] I PP 3p
3. a) Daca § =20+ 21 +22+4...+2% varezulta 2§ — S =210 —15i $= 1023................ 2p
b) Cerinta rezulta din inegalitatile
204214224, 42° =1023 <2015 < 2047 = 20+ 21 + 224, . 4274210 ... 2p
c) Varezulta a = (22 — 1) + (2% — 1)+... +(22°16 — 1) = 22 + 234... +22016 — 2015 deci
b=a+ 2015 =22+ 23+... 422016 = 22( 1 + 2 4 22+... +2201%), care este divizibil cu 4........ 3p
4. nsescrie (10 +1) + (1024+ 1)+ (103 + 1) +--- 4+ (10'1°°+ 1) = (10 + 102 + 103 + - +
F0000) b 00ttt 3p
N=104 (102 4+ 103 4+ - 4+ 10100 100, ..o, 3p

FInalizare. .. ... oo 1p



Barem clasa a VI-a
1. a) 2015 =5-13-31; x, y fiind numere de doua cifre, x > y, varezulta x = 65,y = 31

z=31%5-13%1 + 403 = 31%5- 133! + 13-31 = 31-13(31%* - 13%° + 1); deoarece ultima
cifrd alui 1339 = 13%7%2 = (13%)7 - 169 este 9, rezultd ca numarul din paranteza se termina
cu cifra 0, deci zeste divizibil cu 31-13 5 = 2015 et iviiriieiieeiieeeannennn 2p

b) 265 + 231 5i 365 + 331 se termina cu cifra 0, deci numaratorul si numitorul se divid cu 10.
(265 = 2%16+1 gre yltima cifrd 2,231 = 247%3 are ultima cifrd 8, 3% = 3*16+1 gre ultima cifra
3,330 = 3%7F3 are ultima Cifra 7). ... 3p

2. Pentru n > 3, n = 3k nu poate fi prim, n = 3k + 1 verificd n + 2 = 3k + 3 care nu este
prim, fiind divizibil cu 3, iar n = 3k + 2 verifica n + 4 = 3k + 6 care nu este prim, fiind
divizibil cu 3. Rezulta ca n poate fi 2 sau 3.

Pentru n = 2 rezultda numerele 2,4,6 care nu verifica toate prime

Pentru n = 3 rezulta numerele 3,5,7 care verifica toate prime, deci numerele sunt 3,5,7

Dacim=3p+1, m=5q+2, m=7s+ 6varezulta m+ 8 = 3p + 9 divizibil cu 3,
m + 8 = 5g + 10 divizibil cu 5, m + 8 = 7s + 14 divizibil cu 7, deci m + 8 este divizibil cu
3,5,7. Deoarece c.m.m.m.c pentru 3,5,7 este 105, va rezulta m = 97 cel mai mic numar care
verificd proprietatile. ... . ... 4p

3. Arrezulta (10a + b) - ¢ = 100a + 10b + ¢, 10ac + bc = 100a + 10b + ¢, deci
bc — ¢ = 100a — 10ac + 10b sau (b — 1)c = 10a(10 —c) + 10b ...... (1)
Din relatia din enunt rezultd ¢ # 0 iar din (1) ar rezulta b > 1, deoarece a > 0,10 — ¢ > 0.

3 T P 4p
Daca 5|b—1,b > 1arrezulta b = 6 si inrelatia (1), 5¢ = 10a(10 — ¢) + 60 si 5¢ > 60,
contradictie.

Daca 5|c, ¢ # 0, arrezulta ¢ = 5 si in relatia (1), 5(b — 1) = 50a + 10bsi 5(b — 1) > 60,
COMITAICTIE. . ...t e e e 3p

4. Deoarece D este mijlocul lui [AB] va rezulta 20D = OA + OB
E este mijlocul lui [BC] , rezulta 20E = OB + 0C
F este mijlocul lui [AC] rezulta 20F = OA 4+ O0C.............coocoiiiiiiiiiiiiiiiiin 4p
Adunand egalitatile rezulta 20D + 20E + 20F = 20A + 20B + 20C, de unde se obtine
relatia din eNUNT. ... e 3p



TELEORMAN Olimpiada de matematica
Etapa locala, 28.02.2015
Clasa a VII-a

1. Fie a =3+ V32433 . 4 /32015,
a) Sise arate ci a + 31°°% = g+/3 + /3.

b) Sa se arate ca % + /3 este patratul unui numar natural.

2. Sase determine x € Z pentru care 2|x — \/§| + |x — 2\/§| EN.

3. in triunghiul ascutitunghic ABC, [AD este bisectoarea unghiului BAC, D € (BC),
paralela prin D la AB intersecteaza (AC) in E, iar paralela prin D la AC
intersecteazd AB in F .

Ducem AG L DF, G € DF s1 AM L DE,M € DE. Daca {H} = AGNEF,
{T} =DHNAB, {V} = AMNEF si {S} = DVNAC, sa se arate ca :

a) AT L DH .

b) [DT] = [DS].

4. Fie ABCD un paralelogram, E este mijlocul lui [AD] si F este mijlocul lui [DC].
Daca {M} = AFNBDsi {N} = BENAC, sa se arate ca MN || AD.

Clasa a VIII-a

2x+1

1. Se considerd expresia E(x) = s X € R\ {—1,0}.
NP _ 1 __1 _
a) Aratatica E(x) = iy pentru x € R\ {-1,0}.
b) Aritatica E(1) + EQ2) + E3) + .. + E(2015) =1 — 20162.

¢) Calculati EQD)-[EQD)+ E@)]-[EQD)+ EQ)+ ER)]* ... [EQD) +
+E(2) + E(3) + -+ E(2015)].

2. Fiea, b,c € [1,2].Sa se arate ca:
a) (2a — b)(a—2b) < 0.
1
b) (a+b) (;+=) € [45].
3. Fie ABC un triunghi dreptunghic isoscel, m(BAC) = 90". In punctul C se

ridica perpendiculara pe planul (ABC), pe care se considera punctul D astfel
incat m(DBC) = 45". Determinati masura unghiului ABD.

4. Triunghiul ABC are latura [BC] inclusa intr-un plan «.Stiindca AB = a,
BC = 2a ,m(ABC) = 30" iar sinusul unghiului plan al diedrului determinat
de planele (ABC) si a este egal cu %E , sa se determine :

a) Lungimea segmentului [AA’], unde A’este proiectia lui A pe planul a.
b) Distanta de la A" la planul (ABC).



Barem clasa a VIl-a

1.a) Din egalitatea a — av/3 = V3 — V32016 = /3 — 31008 yezy|ti relatia cerut.............3p
b) Relatia de la a) se mai scrie a(v’_ 1) 31008 _ /3 Inmultind egalitatea cu v/3 +1 rezultd
2a = (31°°% — V3)(V3 +1), deci =—+ V3 =31008 — (3504)2 4p
2. Dacd x < V5 rezultd 2(V/5 — x) + 25 — x = 4V5 — 3x, nu verificd...........ooocuinnennn 2p
Daci V5 < x < 2+/5 rezulta Z(x — \/g) + 2v/5 — x = x si x € N. Deoarece V5 < x < 24/5,
rezultd x € {3,4}... SRS 1 2
Daca x > 25 rezulta 2(x — ﬂ +x— 2\/_ = 3x — 4\/§ nu verlﬁca ....................... 2p
3.a) AFDE paralelogram, [AD bisectoare, rezulta AFDE rombsi EF L AD ...................... 2p
Deci HF 1 AD, DG L AH si F este ortocentrul triunghiului AHD, deci AT L DH............. 2p
b) In mod asemanitor va rezulta E ortocentrul triunghiului AVD, deci AS L DV................... 2p
Triunghiurile dreptunghice ATD si ASD sunt congruente ( ipotenuza [AD] comuna,
TAD = SAD) ,deci [DT] = [DS].ceevvemeeeeee e 1p

4. Daca 0 este intersectia diagonalelor paralelogramului, rezulta M centrul de greutate al triunghiului

ADC si N centrul de greutate al triunghiului ADB....4p

OM _ON _ 1 .
in aceste triunghiuri, [DO] si [A0] sunt mediane, E w5 W MNIAD. ... 3p




Barem clasa a VIII-a

(x+1)%—x2 2x+1
E = o ittt ttteee et e tataetaneaanratattatataeaaaa, 1
D E@ =75 (x+1)°  x2(x+1)° P

b) E()+ E2)+ EQ) + .. + E(2015) = %—%+L2_i2+$2_l2+...+

+ 1 1 1 1
20152 20162 = 12 20162

c) EQ)-[EQQ) + E@)]-[EQQ)) + E2)+EB)] ...[E(1)) + E2) + E(3) +-+

1 1 1 1 1 1 1 1
#5015 = (&= ) (&= L) (&= L) e (= L) e 2
N =2\ 272\ T2 T e P
13 2-4 3-5 2015-2017 2017 5
S T ZE TaE T QOLEE T B03g e e e e e 2D
2.a) 2a,2b € [2,4],iar a,b € [1,2] ,deci2a—Db =0, @ — 2D < 0uerevreveeeeereeee e 3p
b
b) Efectuand calculul, §+ % +=+ i € [4,5]
. . . X y . a c b c
Folosind inegalitatea =+ =2= 2,x,y >0 rezulta —+ -+ -+ - = 4. UTOOY) )
y X c b c a
2 2
Din inegalitatea de la a) rezultd 2a? — 5ab + 2b? < 0 sau - ;b < glp
a C b c a®+c? b%+c? 5 5
(;+ E) + (E+ E) =— + e < 5+ 3= ST USSR RPRTRUTRRPRPRR 1)
3. Din teorema celor trei perpendiculare varezulta AD L AB.......ccccoooioiiiiniiien e 2p
Notdnd AB = arezulti BC = av/2, DC = BC = aV/2, iar in triunghiul dreptunghic CAD,
AD = aV/3.... et et et ent et et ettt 3p
in trlunghlul dreptunghlc ABD varezulta tgABD === =+/3,deci m(ABD) = 60°.............2p
D "
A A\
_\\
P \
///// .\\\\ 4 g
B C
4. a) Notam cu D proiectia lui A pe BC.
In triunghiul ABD, AD = AB sin30° , deci AD =3
In triunghiul ADA’, sin(ADA") = 2\/_ A; si AA' = aB—ﬁ .......................... 3p
2
b) In triunghiul dreptunghic ADA’, AD ==, AA' = Tﬁ sivarezulta A'D = E .............. 1p

Ducind A'E 1L AD,E € (AD),va rezulta A'E 1 (ABC), deoarece A'E este perpendiculara si
pe BC (BC L (ADA")).
AA"A'D ?g a2
ap 2 9

Deci A'E = d(A', (ABC)), iar in triunghiul dreptunghic ADA’, A'E =

(in figura u este masura unghiului plan al diedrului).



