Bacau OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
14.02.2015

CLASAaV-a

SUBIECTUL I

Se da sirul de numerele: 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19......... .
a) Stabiliti daca termenul al 22-lea din sir este patrat perfect.
b) Aflati termenul al 2015-1ea al sirului.

SUBIECTUL 11
Calculati suma numerelor naturale, cuprinse intre 400 si 600, care impartite la 12 dau restul 10.

SUBIECTUL 111
Fie m un numar natural nenul. Se considera multimile:
A={x€eN/x=2"-1,neN* n<m}si B={yeN/y=2"" neN* n<m}.
a) Stabiliti de ce multimea 4B nu poate avea mai mult de un element.
b) Determinati numarul m stiind ca multimea A B contine doar numere consecutive.
c) Determinati valoarea minimd a numarului m astfel incat propozitia “1023 € 4 ** sa fie
adevarata.
d) Care este valoarea maxima a numarului m daca multimea B contine exact § patrate
perfecte?

SUBIECTUL IV

Fie numarul natural n =11,..1+22...2+...+88,..8499...9 | fiecare numar de forma aa...a
continand cate 2015 cifre de a . Determinati céte cifre de 9 contine numarul » .

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii;
Fiecare subiect este notat cu 7 puncte;
Nu se acorda puncte din oficiu;
Timpul efectiv de lucru este de 2 ore din momentul primirii subiectului.
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ETAPA LOCALA
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CLASA A VI-A

SUBIECTUL 1

Fie multimile A = {;—I

a,b e N*a+b =2015} :,;iBZ{x eQ

x=%,aeD|2,b EDé}. Calculati:

a) produsul tuturor elementelor multimii A;
b) produsul tuturor elemetelor multimii B .

SUBIECTUL 1I

a) Fiea, b, c numere naturale cu proprietatea ca 2a + 7b = 5c¢. Demonstrati ca produsul
(a+b) - (b+c) - (c+ a) este divizibil cu 70.

b) Cinci numere naturale au proprictatea cd suma oricaror patru dintre ele este un multiplu de 5.
Demonstrati ¢a toate numerele sunt divizibile cu 5.

SUBIECTUL III

Se considerd unghiurile adiacente AOB si BOC astfel incat masura unghiului BOC este de 5 ori mai
mare decit masura unghiului AOB. Se construiesc OM bisectoarea unghiului BOC, ON semidreapta
opusa semidreptei OM si DO perpendiculara pe MN, D si A de o parte si de alta a dreptei MN. Stiind
cd masura unghiului AON este cu 30°mai mare decat dublul masurii unghiului DOC, sa se afle

masurile unghiurilor AOB, BOC, COD si AON.

SUBIECTUL 1V
In interiorul segmentului AB cu lungimea de 160 c¢cm, se considerad punctele C si D astfel incat 3CA =
2CB iar SAD = 3DB.

a) Sa se calculeze lungimile segmentelor CA si CB;

b) Sa se stabileascd ordinea punctelor A, B, C si D pe dreapta AB;

c) Daci O este mijlocul segmentului AB, s se calculeze raportul segmentelor OC si OD.

Notd: Toate subiectele sunt obligatorii;
Fiecare subiect este notat cu 7 puncte;
Nu se acorda puncte din oficiu,
Timpul efectiv de lucru este de 2 ore din momentul primirii subiectului.
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CLASA a VlI-a

SUBIECTUL I
. 5 . 2 2 332
Determinati numéarul natural nenul n astfel incat — +——+...... + = .
3.5 5.7 (n—2)-n 999
SUBIECTUL II

Un patrat cu latura de 4 cm este impartit in 16 patratele cu latura de 1 cm . In fiecare
dintre pitritele putem scrie exact unul din numerele 0,2015 si —2015. Se folosesc toate
cele trei numere .

Dupd aceasta completare, calculam sumele de pe fiecare coloana, de pe fiecare linie
side pe cele doua diagonale.

a) Demonstrati ca cea mai mica suma posibila ce se poate obtine este numar irational.

b) Se poate completa patratul astfel incat toate sumele considerate sa fie egale ?
Exemplificati.

c) Se poate completa patratul astfel toate sumele considerate sa fie diferite ? Justificati.

SUBIECTUL 111
Determinati masura unghiului format de bisectoarele a doud unghiuri consecutive
dintr-un paralelogram.

SUBIECTUL IV

ABCD este un paralelogram in care punctele E gi F sunt mijloace pentru laturile [AB],
respectiv [AD]. Daca segmentele [EC] s1 [FC] au aceeasi lungime, demonstrati ca ABCD este
romb.

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii;
Fiecare subiect este notat cu 7 puncte;
Nu se acorda puncte din oficiu,
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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CLASA A VIII-A

SUBIECTUL I

Fie numerele reale x siy, astfel incat x +y > 3.
a) Aratatica (x + D%+ (y+1)2>12.
b) Aflati valoarea minima a expresiei E(x) = (x — 1)* + (v + 2)*.

SUBIECTUL II
a) Fie numerele rationale pozitive x si y, astfel incat v/x + ﬁ este numar

rational. Aratati ci vx si ﬁ sunt numere rationale.
o o Vx=yy+l 2
b) Rezolvati in N X N ecuatia: 523
SUBIECTUL 111

Considerdam piramida VABC, cu baza triunghiul 4BC echilateral. Semidreptele
[AX, [BY, [CZ sunt bisectoare ale unghiurilor VAB, VBC , respectiv VCA ,unde
X e (VB), YeE (VC)siZ € (VA). Aratati ca piramida este regulatd daca si numai
daca planele (ABC) si (XYZ) sunt paralele.

SUBIECTUL 1V

Fie VA, o dreapta perpendiculara pe planul unui triunghi ABC, cu m (fi) = 90",
m(B) = 75", BC=4(V3+ 1) cmsi V4 = 25% - BC. Sa se afle:

a) Distanta de la punctul V la dreapta BC.

b) Distanta dintre dreptele AC si VB.
(Consideram cunoscut faptul ca sin 15°= @ )

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii;

Fiecare subiect este notat cu 7 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subjectului.
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
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CLASAaV-a
Solutii i barem de corectare

SUBIECTUL I
a) Dacd se stabileste cd termenul general are forma T,= 3(n-1) + 1,

atunci To;= 3( 22-1) + 1= 64 care este patrat perfect. veerreereeneannnaeness AP0

Daca nu se foloseste termenul general si se face efectiv enumerarea, se poate gasi al 22-lea
termen s1 se acorda cele 4 p.

b) Tao15= 3(2015-1)+ 1=6043 3p
Barem: a) 4p
b) 3p
SUBIECTUL II
x:12=a,rest 10; decix=12a+ 10. s Ip

Deoarece numerele sunt cuprinse intre 400 si 600, apar astfel:

12 -33 + 10 = 406

1234+ 10

12-35+10

12 -49 + 10 = 598. e 2P

- Justificarea ca sunt 17 numere ceeerreeeisressneesseeeen 1P
Adundnd relatiile, obtinem 12( 33+34+35+..... +49) +10-17 ........... 1p

12 (S49—S3) + 170 =8534 e 2p

Barem: 7p
SUBIECTUL II1
A={1,3,7,15,31,63......... } siB={1,2,4,8,16,32,.......... }

a) cu exceptia lui 1, B contine doar numere pare, iar A contine doar numere impare.
Singurul element comun poate fi 1. ... Ip
Observatie :Daca elevul nu explica complet ci doar scrie ca pentru m=1 =n=1=
AN B={1} atunci se acorda 0,5 p.

b) Dacd m=2 = n€ {1,2} = A={1,3} si B={1,2}, atunci AUB={1,2,3}, singura care are
numere consecutive eerereeeee e einens 2P
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¢) 1023 €A, deci 2" -1=1023, n=10 deci m=10.
d) y=2""este p.p. dacd n-1 este par.
Primele 8 p.p. se obtin pentru primii & exponenti pari, adica
n-1€{0,2,4,6,8,10,12,14}, n€{1,3,5,7,9,11,13,15}
Valoarea maxima a lui m estel6. 2p

Observatie: Daca un elev considerd m=15 in loc de m=16 atunci se acorda ....1,75p

Barem: a) 1p

b) 2p

¢) 2p

d) 2p
SUBIECTUL 1V
Areloc n=11...1422...2+...+88...8499..9=(1+2+...4+48+9)-11...1 .......... | punct .
142+, +8+9=45 2 puncte .
Obtinem »n =45-11...1 , L 2 puncte .
relatie ce ne conduce la 7 =499...95 , numar ce are 2016 cifre ... 1 puncte
Finalizare, n contine 2014 cifrede® ... 1 punct

Barem: 7p
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
CLASA a Vl-a
14.02.2015

BAREM DE NOTARE

SUBIECTUL I
a) Fractiile sunt de forma 2013‘(? ,unde kia valoride la 1 1a 2014 ....ccoveveerececieeen, Ip

Produsul numaratorilor este 1 -2 -3 ...- 2014 ca si al numitorilor.......cccoeevevvevevereeseecveneennn I
Produsul fractiilor @St8 1 ...ttt e Ip
b) Divizorii lui 12 sunt: 1,2,3,4,6, 12siailui6sunt: 1,2,3,6 ...ooiiiiieiiiiiniineiniien, Ip
Se considera toate combinatiile, care sunt in numar de 24 deoarece fiecare divizor al lui 12
apare de 4 ori, iar fiecare divizor al lui 6 apare de 6 ori.

Se elimina fractiile echivalente..........cc. voveioiiiioie i e e e e e e e L

Finalizare, se obtine 2 e e 2p

TOTAL oo eeeeseeeeesseeeesseseseses e eeessseseeeseseeessseresessssesesereseseseeseeseesesesssssesens oes TP

SUBIECTUL II

a) 7(a+b)=5(a+c)—=T7dividea+csiSdividea+b ..ccoceoveeeveeereneceseceeeece e IP
20+ 12b =5(b 4 €) D2 AIVIAE D 4 € covveeirececrieceeee e er e ee e sr e e sr s Ip
2:5-7=70divide (@4 D) (D4 C) " (CF @) ooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e Ip
b) Daca S este suma celor cinci numere §i x, y doua numere dintre acestea, din § — x

si § — y divizibile cu 5, rezulta ca (S —x) — (S —y) = y —x este divizibilcu 5 .............. 2p

cele cinci numere dau acelasi rest r la IMPArtirea cu S ..o Ip
Suma a patru numere dintre ele va fi de forma 5k + 4r, care este multiplu de 5 numai pentru
r = 0, deci cele cinci numere sunt multiplide 5 ..o Ip
TOTAL L.ttt et et e e e s e e eaa e e eaa e e b e s e ban e eban e ebbe enes p
SUBIECTUL 111
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D
A
N
Din ipoteza avem m(KBOC) = 5  M(KAOB)..c.eoiioiieeeeeeee e, Ip
m(<COD) =90° - m(xMOC) adica m(<xCOD)=90°-2,5 - m(£<AOB) ....coevrrriviierrinnee. Ip

M(AON) = 180° - 3,5 M(LAOB) o sesessseessesesesrsssssssesssesssssseseseessssesmenes 1P

M(KAON) = 2 M(LDOC) 4 307, crrirririrrmreimisismsr s st st st st s ssssssessessssss 1p
1,5- m(<AOB) = 30°si prin urmare m(KAOB) = 20 .. s sssessssesssss i 1p
ASAdAr M(KAOB) = 200°, oeecereeeeeseemeeesseesesseessee e cees s sss e eess e sse e e sene s s enssess e mss s e esaesssnsssenes 1p
m(«BOC) = 100° m(«COD) = 40°iar m(KAON) = 110 . 1p
TOTAL .ottt e ettt ettt em et et ss e en s Tp
SUBIECTUL IV

a) Din AB=AC+ CB avem 2AB = 2AC + 2CB, adica 2AC+2CB =320......cccceceeerirnn. Ip
Inlocuind 2CB = 3AC se gaseste 2AC + 3AC = 320, adicd SAC =320.......cccovevnreennne. Ip
Deunde AC =64 cmiar CB =96 CIM ...oviininti i Ip

b) Din AB = AD + DB avem 3AB = 3AD+ 3DB, de unde 8AD =480.........................1p
De unde AD = 60 cm, DB = 100 c¢m si ordinea punctelor este A, D, C, B.......cccoovvveeenenn Ip
¢) Din O mijlocul lui AB rezulta OA =80 c¢m, de unde OC = OA — AC =16 (cm)

1ar OD = OA = DA = 20 (CIMN) ottt e e e e Ip
Asadar raportul OC/OD = 4/ Ip
TOTAL oo e e s bbb bbb e 7p
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SUBIECTUL 1

OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
14.02.2015

CLASA a VII-a
BAREM

5-3 7-5 —(n-
S TS ) 3 e %
3.5 5.7 (n=2)-n 999
5 3 7 5 n (n-2) 332 5
— + — +...... — = SR P SRR~ §
3.5 3.5 5.7 5.7 (n=2)n (n=2)-n 999
1 1 1 332
e e SESRRS - e e e r e r e e Ip
3 5 n—2 n 999
1 1 332 1 332 1
e o D S LLiiiiierererererebaher e a—h— b a—a—hrh——r—rhrhrhrhrhrrh b b rhrhbh b bbb e b bbbt b e bebetaeteteteae e ee e s Ip
3 n 999 3 999 p
1 1
e = T T =999 e e s ettt sttt et srsntsnaeneenseneenses L]
999 «#
SUBIECTUL II
a) Cea mai mica suma posibild ce se poate obtine este —d4/ 2015, ... iviieiceriiiiie i 2P
Se arata ca 4/ 2015 este irational apoi folosim faptul ca produsul dintre un numar rational nenul si un
nUMaAr irational @ste NUMAr IratioNal... ... cieieiee e e e eee e e s aae e rae e e e s emtean sreeennmnes 1P
b) Este posibil 0|+2015 |—2015|0
0 0 0 0
0 0 0 0
0| —/2015 [ 2015 | O
.............................................................................................................................................................. 2P

c) Nu este posibil. in fiecare din sume participd numerele 0,4/2015 si —/2015. Rezultd cd sumele

posibile sunt —44/2015, —3y2015, —24/2015, —2015, 0, 42015, 242015, 34/2015, 44/2015,

EXACT D UMM I . ittt et et e e e et eatas beaes s et e bebe abebes aea sh ebeabs sae sea s em ams s easbs aaeeassaas nenbnsebesesbnsebarasas

1P

Cum avem 10 sume rezultd conform principiului lui Dirichlet ca cel putin doud sume sunt egale..1P
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SUBIECTUL I1I
Consideram paralelogramul ABCD si bisectoarele unghiurilor £BAD, ZADC ce se
intersecteaza in punctul £, conform desenului.

A B

ZBAD 81 ZADC unghiuri CONSECULIVE. ..euuvi et it eiieiieeiee e aneeens I punct
m(ZBAD)+m(ZADC)=180" ......coooiiiiiiiiiiiii 2 puncte

m(LEAD)+m(£EDA) = %m(LBAD)+]Em(LADC) = ]E[m (£BAD)+m(£4ADC) | :%-lSO‘ =90’

.................................................................................................. 2 puncte
m(ZAED)=180° —[ m(ZEAD)+m(ZEDA)|=180°"=90° =90".............. 2 puncte.
SUBIECTUL IV i
by |
N
ol—" . =/
In triunghiul ABD, [FE] este linie mijlocie (pe baza definitiei). Ip
Deci, FE || BD.
In triunghiul ADO, [FM] este linie mijlocie (pe baza teoremei reciproce). Ip
in triunghiul ABO, [EM] este linie mijlocie (pe baza teoremei reciproce).
ABCD paralelogram = [DO]=[0B] Ip
Rezultd ca FM = DTO sianalog EM = %, ceea ce conduce la FM = ME. Ip
In triunghiul FEC isoscel, [CM] este mediana, deci si indltime. Ip
CM L FEsi FE IBD = CM 1 BD. Ip
Paralelogramul cu diagonalele perpendiculare este romb. Ip
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CLASA A VIII-A

Problema 1.
Problemal | Etapa de reZoIVare .....ccoocie i e e Punctaj
a) (x+y)*=9 1
x*+y? > ; :
2x+2y =6 1
9
(x+1)2+(y+1)22§+6+2>12 :
b) Folosind inegalitatea: 2x? + 2y? > (x + y)?
(x—D*+ +2)* =[x - D2+ (y+2)7 !
> 1( 1+ +2)4>144 32 1
>=—(x— = 4" =
24 Y 8
Problema 2.
Problema2 | Etapa de r€ZOIVATE .....ccooiiiiieieeiiee ettt e e e e e enees Punctaj
a) Vx=r-— ﬁ 1
x=r2=2rfy+y !
r’+y—x 2
vy = r ¢ ¢
b) Aducerea la forma +x + \/5 =7 1
Conform a) rezulti /x, ﬁ EN 1
(x,y)€ {(1,36), (4,25),(9,16),(16,9), (25,4),(36,1)} 1
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Problema 3.

Problema3 | Etapa de r€ZOIVATE .....c..ooviiiieiece ettt e Punctaj
Conform teoremei bisectoarei in ABV avem % = % 1
- VA VB VC VX VY VZ 2
—_— 5 — = —— = —
AB _BC CA XB _YC ZA
XY ||BC si XZ|AB — (ABC) | (XYZ) 1
“ (ABC) || (XYZ) » A =B _ ¢ 2
AB___BC _ CA
AB=BC=CA - VA=VB=BC - piramida regulata 1
Problema 4.
Problema4 | Etapa de reZOIVAIe .........ccocieiiiiiiiiiii e sttt Punctaj
a) AT L BC, AT=43+1 2
d( V,BC)=VT= (V3+ 1)V2 1
b) AB =BC sin 15=2v2 1
AU 1L VB deci d(AC, VB)= AU
AU=2248 caleul algebric 1
VB g
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