OLIMPIADA DE MATEMATICA
Clapa locald — Constania, 15.02.2015
Clasaa V-a

SUBIECTUL 1

Fie numerele naturale @, b si ¢ unde,

a=(2- 7% 45771 -21.77). 77

h= |-31+2+3+.....+3u ) .(315 )31 +6 .<393 )5 J: 3467

iar ¢ reprezintd ultima cifrd a numéaruhi 2207,

Sa se arate ¢d numdrul natural A=a+b’"’+c este patrat perfect.

SUBIECTUL 2

Se di numirul N = abed in baza zece, cu proprietatea cd 5-ab = cd . Demonstrati ci
Nse dividecu 7.

SUBIECTUL 3
Fie multimile 4 ={5x+ 336} si B={x*7y +5},unde x, y € N .
a) Dcterminati X, ¥ € N pentru carc multimile sunt cgalc;
b) Stabiliti dacd 4 U B poate avea trei elemente.

SUBIECTUL 4

Un numar natural de patru cifre are primele doua cifre identice, iar cifra unitdtilor 5. Acest
numadr se Tmparte la un numar de douad cifre §i se obtine restul 98. Calculati deimpartitul,
impartitorul si catul.

Nota:

Timp de lucru: 2 ore.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteaza de la () la 7.
Nu sc¢ acorda punctc din oficiu.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locald — Constanta, 15.02.2015
Clasaa VI-a

SUBIECTUL 1.
Dcterminati numercele prime @, b,¢ cu proprietatea: 27a +1456 +15¢ =2015 .

SUBIECTUL 2.

a) Dcterminati numerele naturale 7 eN" si abed scrisc in baza 10, stiind ca

—— abed  abed abed 6°* -1
abed + +t—+.+ = )
6 6" 5

GM nr. 1002014

b) Arétati ¢ numérul 4 =2016%" +2014*"" are cel putin 3 divizori numere prime.

SUBIECTUL 3.
0, A, B,C sunt puncte coliniarc in accastd ordinc, 04 =2 c¢cm, OB =2""em, OC =2"* cm, xe N™.

a) Aratatica BC =04+ AB,
b) Daci M este mijlocul segmentului [OA} si NV este mijlocul segmentului [BC], 1ar MN =20cm,

aflati lungimca scgmentului [AC}.

SUBIECTUL 4.

Unghiurile AOB §i BOE sunt adiacente suplementare , C,D e Int(BéE) .De Inr(CéE) . Daca

unghiurile AOB, BOC , COD st DOE sunt ascutitc, au mésurile cxprimate prin numerc naturale si

m(468)=2m(BOC )= 2 mlcOD), anati masurile unghiurilor 408, BOC, COD si DOE.
3 15

Nota:

Timp de lucru: 2 ore.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteaza de la 0 la 7.
Nu sc¢ acorda puncte din oficiu.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala — Constanta, 15.02.2015

Clasa a VII-a

SUBIECTUL 1.

Daca x este numarul submultimilor multimii A = {abc JO, a(bc) +0,b(ca) + 0,c(ab) € N sia>b>c>0} si

y = (|351 — 285 4 32015, 81491): (—4*1) + /1296 + /(8 - 5~/§)2 — /75 + V28

Calculati media geometrica a numerelor x si y.

SUBIECTUL 2.

5 3 =1, 7,84 42005 o-143-1, -1
Sedanumarula—5+w+15+ * Toos0 27 +37 +---+201077)

a) Aratati ca a — 2 este patrat perfect
b) Determinati n € N astfel incat ﬁ €Z

SUBIECTUL 3.

Fie ABC un triunghi isoscel cu m(«4BC) =108, [AB] = [BC] , BD este iniltimea dusi din B, D € [AC] ,
iar [AF] este bisectoarea unghiului 4, F € [BC] . Demonstrati ca AF = 2 - BD.
0.J. Dolj, 1996

SUBIECTUL 4.

Fie ABC un triunghi echilateral, M € (AC) astfel incét % = % si N este simetricul lui M fatd de BC.

Dreapta NC intersecteaza paralela prin 4 la BC in T, iar TM intersecteaza BC in O si pe AB in Q.
a) Demonstrati ca ABCT este romb.

b) Aratati ¢a [BO] este linie mijlocie in triunghiul ATQ.
(Gazeta matematica nr.1 - 2013)

Nota:

Timp de lucru: 3 ore.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteaza de la 0 la 7.
Nu se acorda puncte din oficiu.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locald — Constanta, 15.02.2015
Clasa a VIII-a

SUBIECTUL 1.
. . 2 2
Fie expresia E(x):«/x“ +4x +4 +«/x‘ —6x+9, xeR.

a) Determinati cardinalul mulfimii A = {n € NlE(\/ﬁ) = 5}.

b) Fie m € R valoarea minima a expresiei E(x) Determinati m si multimea B = {x € R|E(x) = m}.

SUBIECTUL 2.
Determinati elementele mulfimii
S= {(a,b,c,d) |2a+3b+ S5c+7d <174 _2_2::_?_%_%’ cu a,b,c,d € (D,oo)}.

SUBIECTUL 3.
Fie ABCDA'B'C'D’ un paralelipiped dreptunghic, cu dimensiunile 4B =3a, BC =2a si AA'=a, a >0. Fie
M e (AB),N E(BC) astfel incit AM = BN =a.

a) Demonstrati ¢ dreptele D'M si MN sunt perpendiculare.

b) Determinati masura unghiului dintre planele ( D'DM ) sl (D'DN )

SUBIECTUL 4.
Fie VABCD o piramida patrulaterd si M, N, P, Q proiectiile varfului V' pe bisectoarele unghiurilor VAB, VBC, VCD

, respectiv VDA . Sa se arate ca punctele M, N, P, Q sunt coplanare.

Noti:

Timp de lucru: 3 ore.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteazia dela O la 7.
Nu se acorda puncte din oficiu.



Clasaa V-a

Barem de corectare si notare

Subiectul 1.

a=(27"77 4377 =7 ) 7 =T 08+35-21): 7 =112 . 2D
3031
52(32+2‘315-31+6‘393v5J:3467‘:(3465+2‘3465 +6.3465):3467

=3*(1+2+6):3%" =1
c= u(22015): u(24'503+3): u(23): ST U P TP UOTRUTR 2p
deci A=112+17"5+8=121=11°, deciA este palral perfect...........ooovverneiiiieiinii, 1p

Subiectul 2.

N =abed =100ab +¢d..oovv oo 2p
=100@b + 52D =105D.. ..o 2p

=7-15-ab=
Ngedivide cu 7.0, 3p

Subiectul 3.

a) u(5x +3) €{3,8} acesta nu poate [1 pitrat perfect , rezultd ci x’=36,deci x=6......2p

A =1433,36} si atunci 7y+5=33 ,deunde y=4..............coociiiii 2p

b) Pentru ca 4 U B si poatd avea trei elemente trebuie ca A M B s aibd un element, si
conform a) , rezultd CAX=0 ... .. ... i 1p

se impune ConditiaZy 5 7 33 1p
deci, pentru orice ¥ numar natural diferit de 4 , reuniunea are 3 elemente................. 1p

Subiectul 4.
aabhd =X G+ 98,0 08 <X oot e e e e e e AP

cum x are doua cifre, rezultd cax =99, deciaadd =99 -g+98. ... ... 2p
rczulta ca ultima cifrd a lui 99 - ¢ + 98 cstc 5, deci ultima cifra a lui g este 3,

dar 1105 < aab5<9995 < 1105 <99 - g + 98 <9995, de unde se obiine cd 11 < g < 99 si,
cum ultima cifrd a lui ¢ este 3, urmeazd ciqg € {13,23,33, ..,93} ... 2p
dect, deimpartitul este egal cu 3365, impartitorul este egal cu 99 si catul este egal cu 33....2p

Nota : Orice alta solutie corecta, diferita de cea din barem, va primi punctaj maxim.



Clasaa VI-a

Barem de corectare si notare

Subiectul 1.
514556, 5|15¢, 5|2015 :>5|27a,57‘27:>5|a, aprim =ag=5 ... ... 2P

29b+3¢ =376 = b <13, b pim = b € {2,3,5,7,11} ..ot 2p
Verificarea ca pentrub € {2,3,5,7} nu se obtin solutii convenabile .................................. 2p
b=11=¢=19. Solutie finald: a=5,58=11,c=19 e, 1p

Subiectul 2.

a) abcd+ab6d+ab§d+...+ab6d—abcd 1+1++i+ +i PR ¥ ¢
6 6 6" 6 6 6"
11 1 61
Db b o o b o S 1
s e s P
ade_I:abcd 67 1p
7€ {45}, abed € 1296, TTT6} - .vvvveieieit e 1p
b)  2016™% = (2015 + 1) =Af,  +17° =ML, +1
20147 = (2015 1) =M 1" =M =1 oo, 1p
A=M +1+M, —1=M,  =2015-%, keN" ... 1p

2015=5.13.31= A4=5.13.31.k , k € N, deci A are cel putin 3 divizori numere prime.7p
Subiectul 3.

2) OA+AB=0B=2"" (5au OB=2-04, OC =4-0A) ceeoeoieiierrrirrerierer e 1p
BC=0C-0OB=2%"-2%'=2"""' —OA + AB (BC=OB=0A+AB) s 1p
a) MN=2""42"! (sauﬂ/ﬂ\fzg-OA) ............................................................................... 2p
B I 1 1 | PR 2p
AC =24 CIN ip
Subiectul 4.
Notdm m(AéB):x, ;':rzlr(i)(’i&')zy:>x+%x+§x+y=180D .................................................. 2p
?x<90 S X L2 (o e 1p
P=180" 10X <907 =0 X > 97 (2) et 2p
W) +(2) = m(a68)e 10%11°}, m(BOC) < f15°16"0'), mlcoD)e 15%:82°30'}, m(DOE )< B0%:70
...................................................................................................................................................... 1p
Masurile sunt numere naturale = m(AéB): 10°, m(BéC): 157, m(CéD): 75°, (DOE) 80" ...
D
C
B
e N
A 0 E

Nota : Orice alta solutie corecta, diferitd de cea din barem, va primi punctaj maxim .



Clasa a VII-a

Barem de corectare si notare

Subiectul 1.

abc—a+bca—b+cab—c 110a+110b+110¢ a+b+c
J p— —J 590 —J ENdecia+b+c=9. ..o 2p
Cuma > b > c>O0rezulti A = {621;531;432}, deci x = 2°944 =23 =8 ... ... 1p
Tinand seama ci 35t = (33)17 = 2717, 285 = (25)17 = 3217 => 351 < 285 =>
y = (285 — 351 4 32015, 34491). (_282) 1 36 + 54/3 —8 —5v3 + 16 =36 ...ocoovvniiiiiniaiiiiiiiiin. 3p
= y =836 = 12V2 L 1p
Subiectul 2.
a) 27'+37 144 2010—1——+ S+ "'M ............................................ 1p
1.7 8 2015 _ 1 E E 542010
—+—+—+---+10050—5+25+ Fo S 2p
a=cHs+c+i+ +—+——1—3 ————— L =1.2010=402............ Ip
5 2010 2 3 2010 5
a—2= 400 = 202 =patrat perfect ... 1p
402
b) — (S :>(2n + 1) S D402 .................................................................. lp
N E{0; 15335 100 oo e 1p
Subiectul 3.
AABC: [AB=[BC]= ¥A=xC si cum m(xABC) = 108" = m(x4)=m(XC)=36" .cooeviiiiiiiriiiiiiiiiisicee. 1P
m(ABAF)=m(XFAC)=18"; m(x4FB)=54".... USSR OUOUUUUUSOURRURRRTRUROOOIS | )
m(XDBC)=54"=ABOF este isoscel, unde {O} (BDﬁAF :>[OB] [OF] ........................................... 1p

Fic punctul E simetricul punctului B fata de punctul D = m(XAED)=54" .....coovviviiiiieieeeeeeeeeeeeereenn 2P
dar m(20AE)=54" = AOAE este isoscel =[A0]|=[OF] =AO0+OF=0FE+OB............ccc.ccovvevereervrerercreeenen AP
DAF=BE, BE=2-BD =AF=2-BD.....c..cciii ittt ettt e en e e et en e ena s eseenneenses L P

Subiectul 4.
a) ABCT = paralelogram ... : BSOSO USTTOUPSUTYOUPPPRRRUPTORURBRPPORDY.) ¢
cu AB=BC = ABCT—romb SO S PP UP PR PUSPPPRPUPPRPPRPRR | 1)

b) Notam: AP = PM =MC :AS—C. Se aratd ¢ BMTP = romb........ccccceevieiiiiciiieeirecicie e 2P

= BP|TM = BP|MO.Dar M mijlocul lui [PC]=MO = linie mijlocie in triunghiul BCP .....1p
=0 mijlocul lui BC. Deci BO = % = A; i BO|AT = [BO] = linie mijlocie.........cccourrvnn. 1p

Nota : Orice alta solutie corecta, diferita de cea din barem, va primi punctaj maxim .



Barem de corectare si notare (Clasa a VIII-a
Subiectul 1.

a) Avem E(.r):\{(x+2)3 +\/(x—3)2 =|x+2‘+‘x—3‘. e P
E(vfﬁ) G@‘\Uﬁ \ff—‘!—S{—> \;;—?—3—\.;;<—>\M<3<—>ﬂ<9 ................. 2p
=il
Dar n eN sideci 4={0,1,2,...9} = Card (4)=10. .......cocoiiiiiiiiiiiii e 1p
b) Avem E(x) = =|x +2|+‘3—x|2 ‘x+2+3—x|=5,‘v’x eER.(1).......oeoendp
Cum E(O) =5 si E(x)ES,Vx €R, valoarea minimd a expresiei E(x) este m=35. .........1p
In inegalitatea (1) avem egalitate E(x) =5< (x+2){3—x) >0 xe [—2;3].
Deci, B={,xeR|E(x):5}@B:[—Z;ﬂ. ............................................................... 1p
Subiectul 2.
8 27 125 343
2a+3b+5c+7d5174———F—T—T@
8 2 125 343
& (2a+2)+ (30 + )+ (5c+22) + (7d + 22) <174 (1) cccovvvoc v Ap
Avand in vedere ca a, b, ¢, d € (0, ), aplicand incgalitatea mediilor obtinem:
2a+ % =2 fZR -§=8, cu egalitate pentru cazul cind 2a = S, a?=4,a=2...........1p
3b+ E >2 (3b -EZIB, cu egalitate pentru cazul cand 3b = E ,b?2=9,b=3. ... 1p
S5c+ 1—25 =2 ’56 —50 cu egalitate pentru cazul cind 5¢ = 1—35 c?=25c¢=5........1p

7d + ﬁ >2 ‘7d ——98 cu egalitate pentru cazul cind 7d = @ ,d2=49,d=17....1p

Prin insumare ga&alm ca:

8 27 125 343
(2a+5)+ (3b+?)+ (5 +—) (7d+—) >8+18+50+98 =174 (2). ..o 1p
Din (1) s1(2) rezulta (Za + ;) + (Bb + 5 ) (SC + £E') (7d + &) = 174, iar cgalitateca sc rcalizcaza
pentrt (@, b, €, @) = (2,3,5,7) oo ceseeieeieie e e e et eaeae e sse e eseneeses L
Subiectul 3.
a) Cuteorema lui Pitagora, avem DM = MN =a«/§, DN =a\/]_0. Conform RTP obtinem cd ADMN este
dreptunghic isoscel, cu m([ DMN) =90" (1) =DM LMN. ... 2P
Cu teorema celor trei perpendiculare, avem:
D'D J_(ABC) DM 1 MN,DM C(ABC) MNC(ABC):>D'M 1L MN. ... ..2p

b) Avem D'D L (A4BC), DM(:(ABC) DN < (4BC)=D'D 1. DM, D'D L DN. Obtinem
apoi ca (D'DM )n(D'DN)=D'D, MD L D'D,MD = (D'DM ),ND L. D'D,ND < (D'DN)=>

= m(J ((D'DM ),(D'DN)))=m (2 (MD,ND))=m (I MDN ). ..ooooovooi 2p
Dar conform (1), ADMN este dreptunghic isoscel, m (L DMN)=90" = m (U MDN ) =45 =
= m (I ((D'DM ),(D'DN))) =457 oo 1p
Subiectul 4.

In triunghiul V4B notim A4 , bisectoarea unghiului VAB, A e (VB) si {V1 } =ABNVM .

in triunghiul VAV, avem AM bisectoare si inaltime, deci triunghiul este isoscel, de unde rezultd ca M este mijlocul lui

(VL. . . Ap

Analog se arata ca N este mlleCUl llll [VVZ] P este mlj]OClll llll [VVg] Q estc ITl]_]]OCll] lu1 [VV4] unde

.} =BCAVN, WV, }=CD VP, {=DANVQ .. 1p

In triunghiul Vvw,, [MN] este linie mijlocie, deci MN || Vle si cum V1V2 c (ABC) rezulta MN Il (ABC) (1). 1p
Analog rezulta NP Il (ABC) (2)si PQ |l (ABC) (3). . .Adp

Din (1) si (2) rezulta (MNP) || (ABC) (4), iar din (2) $1 (3) rczulta (NPQ) || (ABC) (5) ............ lp

Din (4) si (5) rezulta ca planele (MNP) si (NPQ) sunt paralele sau coincid. . ..1p

Dar cum (MNP)N(NPQ) = NP, rezulta ca planele coincid, deci punctele M, N, P, 0 sunt coplanare. 1p



