MINISTERUL EDUCATIEI SI CERCETARII STIINTIFICE
INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN DOLJ

OLIMPIADA NATIONALF\ DE MATEMATICA
Etapa locala
15 februarie 2015

Clasa a V-a

1. Numerele naturale m si n au proprietatea ca (2™ + 7™) se divide cu 5.
Aratati ca numarul (2" + 7™) se divide cu 5.

2. Determinati multimea:

M = {abc|a - bc sib-ac suntnumere consecutive}.

3. Se considera numarul:
A=1+2015+2015-2016+2015-2016> +2015-2016" +...+2015-2016°°"°.

a) Aratati cd numarul @ =1+2014+2014-2015 este patrat perfect.
b) Aratati ca numarul 5=1+2014+2014-2015+2014-2015° este cub perfect.
c) Aratati cd A4 este patrat perfect si cub perfect.

4. Determinati numerele naturale a si b care verificd relatia:  a* +54 +1=5".

Nota:

e Toate subiectele sunt obligatorii.

e Fiecare problema se va nota cu puncte intre 1 si 10 (I punct din oficiu)
o Timp de lucru: 2 ore



S S

Solutii clasa a V-a:

1. Notdim: A= 2m+ 7", B=2"+7™m.
Daca un numar p se divide cu 5, atunci ultima sa cifra u(p) va fi 0 sau 5.
Aratam ca daca
u(2™ + 7") € {0,5}, atunci si u(2" + 7™) € {0, 5}.
Cazull (m € NY)
Dar u(2%) ={2,4,6,8},V k € N*, iar u(7%) = {1,3,7,9}, vk € N. Ultima
cifra u(n):

Din conditia u(2™ + 7") € {0,5}, cu k u¥) | u(7)
m € N* = (2™ + 7™) impar , deci Ma 6 1
u(2™+7") =5. M4+1 2 7
Cazurile convenabile: M4+2 4 9
(6+9) pentru (m = M4,n = M4 + 2); M4+3 8 3

(2+3) pentru (m = M4+ 1,n = M4 + 3);

(4+1) pentru (m = M4+ 2,n = M4),

(8+7) pentru (m = M4 + 3,n = M4 + 1).

In toate aceste cazuri ultima cifrd a numirului B este u(2" + 7™) = 5.
Cazulll (m= 0)

Pentru m = 0, exercitiul se mai scrie:

Daca A =1+ 7" se divide cu 5, atunci B = 2™ + 1 se divide cu 5.

Din (1 +7") {5 = n= M4+ 2,iar (2M**2 + 1)} 5, adica concluzia in cazul
m=0.
2. .Dacd a-bc > b-ac,atuncia-bc — b -ac = 1, de unde obtinem
c-(a— b) = 1. Ultima egalitate este adevarata pentru
c=1,b€{1,2,3,4,5678sia=b+ 1.

II. Daci b-@c > a- bc, atunci b - ac — a - bc = 1, de unde obtinem

¢ (b — a) = 1. Ultima egalitate este adevarata pentru
c=1,a€{1,2,3,4,56,7,8}si b = a + 1. In concluzie:

M = {121,231,341,451,561,671,781,891,211, 321,431, 541,651,761,871,981}.
3.a)a =1+42014+2014-2015=2015+2014-2015=2015-(1+2014) =2015".

b) h=14+2014+2015-2015+2014-2015> = b =2015" +2014-2015* =2015" -(1+2014).
Adica »=2015".

¢) 4=2016+2015-2016+2015-2016> +2015-2016* +...+2015-2016"'*
A=2016(1+2015)+2015-2016" +2015-2016" +...+2015-2016°""

A4=2016" +2015-2016> +2015-2016 +...+2015-2016™'
A=2016*(1+2015)+2015-2016 +...+2015.2016*""
A=2016"+2015-2016" +...+2015-2016™""

A=2016"""+2015-2016"""" =2016"""(1+2015) =2016"""°,
2016=3-372,2016=2-1008; A=(2016"), A=(2016"") . deci A este patrat perfect
si cub perfect.

4. Relatia este echivalentd cu: «* +54=5" —1.

Notam u(n)=ultima cifra a numarului .

Atunci u(»?)e{0,1,4,5,6,9 }.Rezulta u(»*)e{0, 1,5, 6}.

Deciu(a* +54)e {0, 1, 5, 6}. Dar u(5” -1)e {0, 4}. Egalitatea are loc numai daca
b=0.

in acest caz relatia devine «* +54 =0, a cirei singurd solutie naturala este a = 0,
Deci, singura solutie este a = b = 0.
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Clasa a VI-a

1. Fie numerele naturale nenule a, b, c, x, y, z astfel incat bex +acy —abz =0 si
(a,b)=1,(b,c)=1,(c,a)=1 . Aratati ca a’b’c* divide (x2 Jraz)'(y2 +b2)-(22 +c? )
2. Numerele x + y, y + z, z + x sunt direct proportionale cu numerele
4,6, 8.
a) Aflati valoarea raportului Dytaetys

)cz—l—y2+z2 '

b) Dacaa,b,c € {1,2,...,9},a # b # ¢ # a, sa se determine valorile maxime

.. . axy+bxz+tcyz
si minime ale raportului —%——>~
xcty-+z

3. Fie unghiul XXOY si numerele naturale distincte «,b. Pe (OX considerdm in

ordine punctele A4, 4,, 4,,...astfel incat O4 =44, = 4,4, =...=a. Pe (OY
consideram in ordine punctele B,,B,,B,,...astfel incat OB =B B, =B,B, =...=b .

a) Ardtati ca existd 4 e{4,,4,,4,,4,,...} §1 Be{B,,B,,B;,B,,...} astfel incat
triunghiul OAB este isoscel.

b) Aratafi ca existd A4,C €{4,,4,,4,,4,,..} si B,De{B,,B,,B,,B,,...} astfel incat
AOAD = AOBC .

4. Pe dreapta d, se considera punctele 0, 4, B, C, D, E, F 1n aceasta ordine, astfel

incat AB = 204, B este mijlocul lui [AC], C este mijlocul lui [BD], D este
mijlocul lui [BE] si E este mijlocul lui [BF].
Sa se arate ca:

a) segmentele ( [AE], [CD])), respectiv ( [AD], [BC]) au acelasi mijloc;
b) o4 Ty s
BE ' AD ' EF ' DE ~ OE

Nota
o Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10 (I punct din oficiu).
o Timp de lucru: 2 ore



Solutii clasa a VI-a:
1. Din bcxza-(bz—cy) rezultd a/bex §i cum (a,b):l,(a,c):l obtinem
alxex=a-a,a eN .
Din acy =b-(az —cx) rezultd b/acy $i cum (a,b)=1,(h,c)=1 obtinem
bl/y<y=b-b,beN.
Din abz =c-(bx+ay) rezultd ¢/abz sicum (a,c)=1,(b,c)=1 obtinem
clzez=c-c,¢ eN.
Avem: (x2 +a’ )‘(yz +bz)-(12 +c )= (azal2 +a2)-(bzb]2 +b2)-(02c12 +cz)=
=a’h’c® (a +1)- (B’ +1)-(¢* +1)  care se divide prin a’b’c*

x+ +z Z+x - -
2. a) Avem 4y = yé == = k, de unde rezulta ca:

x+y=4k,y+ z=6ksiz+ x = 8k, iar prin adunare membru cu membru
a celor trei egalitati obtinem:
2x+2y+2z=18k,decix+y+ z = 9k.
Dacda x + y+ z =9k si x + y = 4k, rezulta ca z = 5k.
Dacax+y+z =9k s1y+ z = 6k, rezulta ca x = 3k.
Dacax+y+z=9ksiz+ x =8k, rezultaca y = k.
xy+xz+yz _ 3k*+15k?+5k? _ 23
x2+y2+7z2  OKk2+k2+25kZ 35

Se obtine:

.o . axy +bxz+cyz . -
b) Valoarea maxima a raportului ————2= se obtinecand b =9,¢c=8,a=7
:rcz—i—yz+z2
7-3k%+9-15k%+8:5k> 196 _ 28

(deoarece xz > yz > xy) si este

35k2 T35 5
axy +bxz+cyz

x2+y2+z2
b=1,c=2,a=3 (deoarece xz > yz > xy) si este

Valoarea minima a raportului se obtine cand
33k +115k*+2:5k* _ 34
352 © 35
3. a) Cautdm A4 e{4,4,,4,,4,,..} $i Be{B,B,,B;,B,,..}, astfel incat

OA=0B <04, =0B, <i-a=k-b. Ludm i=b si k=a. Rezultdi O4=0B=a-b.
b) Cu A si B fixate ca la a), e suficient sa ludm de exemplu C e(0X, astfel
incat OC =2-04 si D €(0Y, astfel incat oD =2-0B. Rezulta
AOAD = AOBC (LU L).

4. Se noteaza cu OA = a.

- Din AB = 20A se obtine AB = 2a,0B = OA + AB = 3a;

- B este mijlocul lui [AC] = 0C = 5a;

- C este mijlocul lui [BD] = 0D = 7a;
- D este mijlocul lui [BE] = OE = 11a;
- E este mijlocul lui [BF] = OF = 19a.
a) 1. Segmentele ( [AE], [CD]) au acelasi mijloc daca AC = DE <
AC =0C - 0A=4a; DE = OE — 0D = 4a Deci( [AE],[CD]) au acelasi mijloc.
2. Segmentele ( [AD], [BC]) au acelasi mijloc daca AB = CD <
AB=0B—-0A=2a CD=0D-0C Deci([AD],[BC]) au acelasi mijloc.

AC AB  BC . OA _ CF 0C—0A . 0B—0A . 0C—0B 04 0F—0C
by —+—+—+—->—& + + + >
) BE AD EF DE~ OF 0E—-0B O0D—0A OF—0E O0E—0D 0E
5a —a 3a—a 5a — 3a a 19a — 5a

= + + + > A
11la—3a 7a—a 19a—-—11a 1la-—7a 11a
4a+2a+2a+a>14a 1+1+1+1>14- 4>14 44> 42

S —F—F—F—>>— o —F—F—-F->D——->—= .
8a 6a 8a 4a 1la 2 3 4 4 11 3 11
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Clasa a VII-a

1. Sa se rezolve in N* ecuatia:

1 1 1 \/E
+ + ot —== (V101 +9).
VI+VIZ—T  V2+v2%—1 Jnivni—1 2 ( )

2. Se considerad xy, Xy, .., X015 € Z, astfel incat
X1 X2 "o " X2015 = 2. Se noteaza cu:
S=x1+ x; ++ x5, 1ar cu

P= (x1+xi2)-(x2 +L) '(JC2015 +xi1)

X3
a) Sa se arate ca S este un numar intreg divizibil cu 2 sau cu 4.
b) Calculati produsul P.

3. Se considera paralelogramul ABCD si punctele M si N situate pe latura
(CD), l‘eSpeCtiV (AB). Delnonstra!:i ca: AAMB + c)qCND = c)qABCD.

4. Fie patratul ABCD. Pe latura AB se construieste Tn exterior triunghiul
echilateral ABE. Perpendiculara din A pe dreapta DE intersecteaza
perpendiculara din B pe dreapta CE in punctul F. Aratati ca patrulaterul
BEFC este romb.

Nota

e Toate subiectele sunt obligatorii.

e Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10 (I punct din oficiu).
o Timp de lucru: 3 ore



Solutii clasa a VII-a:

1. Se foloseste formula radicalilor dubli:

\/k+m= k+1+ k—1=v’k+1+\:‘k—1, k=1,_n
2 2 V2

1 _ 1 _ V2 _ V2Z(Vk+1-Vk-1)
Ve \r'k+1\;r_v’k—1 T VkHFIHR=T 2 '
2
1 1 1

S = + + o =
VI+VIZ—1 V2++v22-1 yn+vnZ -1

2 [(VZVB) 4 (VF VD) 4t (V- VA2 4) + (AT T

V= D] =2 (aF I +Vn-1).

Dar § = Z(VI0T+9) & L (Vat T +Vn—1) =

V2
=7(m+9)=)

e Vn+1++vVn=+101+ 10 = n = 100.

2.Dinxq " X3 " ..t Xp915 = 281X, X,..., X015 € Z se deduce faptul ca
un numdr, fie acesta X,915 = 2, iar celelalte numere sunt 1 sau (-1). In total
sunt 2014 numere care iau valorile 1, respectiv (-1).
a) Cazul I, X2015 = 2
Numerele 1, respectiv (-1) sunt Tn numar par. Se noteazd cu
m(m = 2k, k = 0,1007) totalul numerelor de 1 din sir, iar cu
n(n=~2p,p=0,1007) totalul numerelor de (-1) din sir, m + n = 2014.
Atunci:
S=m-1+n-(-1)+2=2014—-2-n+2= (2016 —4p) : 4.
Cazul Il, x5 = —2
Numerul 1, respective (-1) sunt in numar impar. Se noteaza cu:
m(m=2k+ 1,k =0,1006) totalul numerelor de 1 din sir, iar cu
n(n=2p+ 1,k =0,1006) totalul numerelor de (-1) din sir, m + n =
2014.
(k +p = 1006). Atunci:
S=m-1+n-(-1)+2=2014—-2-n—2=
=2012-22p+1) = (2010 —4p) : 2.
b) Cazul I, X2015 = 2
1. Daca toate numerele sunt 1, atunci:

P = (x1 +xi2) (x2+xi3)-... '(x2014 + x;ls)'(xzols +x%)=




—2.2. .2. . — g.92012.
=2-2 "'2(1+E) (2+41) =9-20<;
de 2013 ori
2. Daca toate numerele sunt (—1), atunci:

P=(nt ) () (oo ) (s 4 3)
=|lx+—)(x+—) .. | x | x —) =
' 2 2014 T 2015 T

Y (Y e N1 2 Y 9 1y = 92013 (1) _ 52012
=(=2)(=2) .- ( 2)( 1+2) 2-1)=-2 ( 2)_2 .
de 2013 ori
3. Daca in sir sunt si numere de 1, si numere de (-1), atunci paranteza
formata dintr-un 1 si un (-1) este 0, deci produsul va fi 0.

Cazul II, X2015 — -2

Numele 1, respective (-1) sunt In numar impar, deci cel putin o paranteza
este zero, adica este de forma: (1-1) sau (-1+1). In acest caz P = 0.

3. Deoarece AB = DC,iar d(D,AB) = d(M,AB) = d(N,CD),

AB-d(M,AB) | CD-d(N,CD) AB-d(M,AB)
Apmp T Acnp = ———+——=2"—"=
=AB - d(M,AB) - C)CIABCD'
M
D C
A B

N

4. m(m) = m(m) + m(m) = m(F-E’_C') =90° + 60° = 150°.

Dar A EBC isoscel ((BE) = (BC)) st BF este inaltime in A EBC =

(BF bisectoarea <« EBC = m(EBF) = 75" = m(ABF) = 75° — 60° =

= 15°.

Analog m(FAB) = 15° = A FAB isoscel = (FA) = (FB). Dar (EA) =
(EB)

= EF mediatoarea segmentului [AB].

= EF L AB.Dar CB 1L AB = EF || BC (1).

Dar A EAB echilateral = (EF este bisectoarea <« AEB = m(FEB) = 30°,

dar m(BEC) =15° = m(FEC) = 15° = A EFB isoscel deoarece (EC
bisectoare si indltime. = (EF) = (EB). Dar (EB) = (BC) = (EF) = (BC)
(2). Din relatiile (1) si (2) = BEFC paralelogram. Dar (BE) = (BC) =
BEFC romb.

E
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Clasa a VIII-a

1. a) Fie a,b,c e R. Demonstrati ca
(a+b—c) +(a—b+c) +(-a+b+c) +(a+b+c) =4(a’ +b* +c%).

b) Sa se demonstreze cd numarul 4 =22 +44* +66* se poate scrie ca o
sumad de patru numere naturale nenule patrate perfecte.

2. Determinati multimea 7 :(—m;a]m[a";m), aelR.

3. Fie M un punct exterior planului trapezului ABCD (AD || BC), iar E, F
proiectiile lui pe dreptele AD, respectiv BC.

a) Demonstrati ca (MEF) L (ABC);

b) Daci distantele de la M la bazele trapezului sunt de 64/3 cm, iar

masura diedrului format de planele (MAD) si (MBC) este de 60°, calculati
distanta de la M la planul (ABD).

4. Se considera cubul ABCDMNPQ cu lungimea muchiei egala cu 5.
Planul (ANQ) intersecteaza planele (MBC), (MCD), (MDB) dupa dreptele
d,d,, respectiv d, .

a) Aratati ca dreptele d,,d,,d, sunt concurente doua cate doua.

b) Demonstrati ca aria triunghiului format de cele trei drepte este mai
mica decat 2.

Nota

e Toate subiectele sunt obligatorii.

o Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 §i 10 (I punct din oficiu).
o Timp de lucru: 3 ore



Solutii clasa a VIII-a:

1. @) Prin calcul avem:

(a+b —u::)2 +(a —b+c)2 +(—a +b+f:)3 +(a+b +|::)2 =

=(¢:zf2 +b" +¢? +2arb—2515:1:—2;‘m.¢‘)+(a2 +b” +¢? —2ab+2ac—2bc)+
+(a2 +b% +¢° —2::;'1_';1—2.c1ac'+2bc)+(a2 +b* +¢* +2ab +2ac +Zbc)=
=4(.¢1f2+h2 +cz).

b)

A=22 444" £ 66% =4(2° 117 +2% .11 42 -33‘5‘5)=4[(2l0 A1) (28 02) (22330 )2]=

]
2

=(a+b—c) +(a—b+c) +(-a+b+c) +(a+b+c)

unde a =2"11",p=2%.117,c =2%.33%

2. Conditia de existenta: a # 0;
a=al!=a=+l.

Cazul I

Dacia € (—o0;—1) = = (—o;—1)N(—1;00) = = @;
Cazul 11

Dacia € (—1;0)= 1 :(—oo;a]m[a";oo):[a'];al;
Cazul 111

Dacia€ (0;1)= [ =0;

Cazul IV

Dacia € (1;00) = | =(—oo;a]r‘\[a‘];oo)=[a'1;a];
Cazul V

Dacia=-1= [ ={-1};

Cazul VI

Dacia=1= [ = {1}

3. a)Fie MO L (ABCD). Cum ME L AD rezulta conform Teoremei celor 3
perpendiculare ca OF L AD (1).
Din MO L (ABCD) si MF L BC rezulta conform T.3.L ca OF L BC (2).

Din (1) si (2) rezultd ca E, O, F coliniare. Deci MO < (MEF),
MO 1 (ABC) = (MEF) L (ABC).

b)Notam MN = (MAD) N (MBC(). Daca prin doua drepte paralele trec doua
plane care se intersecteaza dupa o dreaptd M N, atunci

MN || AD si MN |l BC;

ME L AD,MN || AD deci EM 1 MN.



MF L BC,MN || BC ,deci MF L MN, rezultda <EMF este unghiul plan
corespunzator diedrului format de (MAD) si (MBC).

AMEF este triunghi isoscel cu un unghi de 60°, rezultd ca AMEF este
echilateral cu latura de 64/3 cm. Deci d(M, ABD) = MO = 9 cm.

oz

A B

a) Fie o, centrul fetet ABNM si 0, centrul fetei ADQM.
MQ//BC =Qe(MBC), Qe(4ANQ) deci O e(MBC)(ANQ)(1).

O, e MB,MB = (MBC)= 0O, €(MBC); 0, € AN, AN = (ANQ)=> O, €(ANQ), deci
0, €(MBC)n\(ANQ)(2).
Din (1) s1 (2) rezulta (MBC)(ANQ)=QO, =d,.

MN //CD =N e(MCD), N e(4ANQ) deci N e(MCD)(ANQ)(3).

0, e MD,MD = (MCD)= 0, €(MCD); 0, € 40,40 < (ANQ)= 0, €(ANQ) ,deci
0, €(MCD)(ANQ)(4).

Din (3) s1 (4) rezulta (MCD)(ANQ)=NO, =d,.

O, e MB,MB = (MDB) =0, (MDB); O € AN, AN —(ANQ)= O, e(ANQ),deci
O, €(MDB)N(ANQ)(5).

0, e MD,MD = (MDB)= 0, €(MDB); 0, € 40,40 = (ANQ)= 0, €(ANQ),deci
0, €(MDB)(ANQ)(6).

Din (5) si1 (6) rezultd (MDB)~(ANQ)=0,0, =d.

In triunghiul ANQ, d, si d, sunt mediane, iar [0,0,] este linie mijlocie, deci
d,,d,,d, sunt concurente doua cate doua.

b) Triunghiul ANQ este echilateral cu latura de 52 c¢m. Fie
00, "NO, ={G}. Din 0,0, ||NQ rezulta:

.(55)26225£<2.

4 24

1
Apro,0,6 = Z'AQQNG =

Apgng =

L3 | =

11 1
43 4



