Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
22 februarie 2015
Clasaa V-a

Problema 1.

a). Si se scrie numirul natural 5% ca suma a trei numere naturale patrate perfecte.

52n+4

b). Sa se demonstreze ci numarul natural se scrie ca suma a trei numere

naturale patrate perfecte, oricare ar fi numarul natural #.

Problema 2.

Fie numerele naturale x =320'4.5%015 .2 sl y — 32015 52014 4 o

2015 2014

a) Sa se compare numerele x S (justjﬁcag‘i)

b) S se demonstreze ca (x+y):4.

Problema 3.

Astazi am fost la piata de pasari cu porumbei, géste si curci, in total 80 de pasari,
numarul curcilor fiind de cinci ori numarul gastelor. Pentru 5 curci am primit la schimb 6
gaste, iar pentru 7 gaste am primit la schimb 11 porumbei. Dupa schimb, am plecat acasa cu
100 de pasari, numai porumbei. Cu cati porumbei, cu cate gaste si cu cate curci am plecat de

acasa?

Problema 4.
a). Sa se determine mulfimea A ={n eN*/n® +n+2013=1+2+3 +...+2015}
b). Fie multimile:
E ={x/x=2016" +2015" 2017 +2017, n <N
F :{,wy —a?+2010, a EN}

Sa se calculeze ENF.



Olimpiada de Matematicd —etapa locali- Galati
22 februarie 2015
Clasa a VI-a
Problema 1.

Se considera punctele distincte 4, B, C, D astfel incat punctul B este mijlocul
segmentului (AC) si punctul C este mijlocul segmentului (BD). Sa se demonstreze ci:

a). pcAC+BD
b). 1 + l < 4 .
AC BD AD

Problema 2.

Fie [OB  Int (KAOD),[OC cInt (£BOD)si [OM , [ON, [OP, (00, [OR,

respectiv bisectoarele unghiurilor X40B, XBOC, £A0C, XCOD, £AOD. Aflati masura
unghiului £40B stiind ca diferenta dintre masurile unghiurilor XROQ si XMOP este de
15°.

Problema 3.

a). Sa se determine numerele naturale x, y, z, f, stiind cd indeplinesc simultan conditiile:
l. x+y+z-1=2015

1t
z-t 4

3. (x,y)z?al

4. [z,t]=806

b). Notand (x, y, z, t) o solutie, sa se calculeze numarul de solutii care indeplinesc
simultan conditiile date la punctul a).
Problema 4 .

a). Sa se efectueze :
165:15; 1665:15; 16665:15; 1666...65:15.
‘_‘V‘_',
n cifre de 6

b). Sa se rezolve in multimea numerelor naturale ecuatia:

1 1 1 n+l
i ifie n| —+—+..+
. 221251; , 1015&4»&‘-6 . | 11101 100...01
2,2 L, 22.2 (2 66...65: LI N 2015¢ifre0 2000
5 55 55.5 |5 500..0 |5 50 500...0 1 1 |
S—— S—— — -+ +...+
2015¢ifire 2015¢ifre0 2015¢ifre 22 202 200...02

2015¢ifreQ



Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati

22 februarie 2015
Clasa a VII-a

Problemal.a) Sa se comparc numerele reale a si b, stiind ca :

a=30 23014 5 3053 _ 5.3 o —J,’(z-\ls_)2 -‘J5_—3|

y Bl B\ i
BN N i

b) Aratati ca

1 1

1
2-J§+2-J§=5-J§-3-J§'

Problema 2. Fic ABCD un trapez isoscel (ABIl CD) cu diagonalele perpendiculare.
Notam cu E si F mijloacele laturilor neparalele si AC mBD:{O}. Stiind céa

EF =4 cmsi ca perimetrul trapezului ABCD este egal cu 20 cm, determinati:

a) perimetrul triunghiului AOEF .
b) aria trapezului.

Problema 3.
a) Sa se determine cifrele ¢ si b, unde a ¢ {0,9}, pentru care numarul rational

a,(ba)+b,(ab)+a,b(a) se poate scrie ca fractie zecimald finita.

b)  Fie x#z=l,y#-2,z#-3 numere  rationale,  astfel  incat
2015 2015 2015 Cx—l 1
2220270 9014, Caleulati X+ 2 1 250
x+l y+2 z43 x+l yv+2 z43

Problema 4. Fic AABC un triunghi oarecare §i punctele M e(BC), N e(4AC),
P e(AB) astfel incat BM =MC, AN =2-NC si AP=3-PB. Daca T este mijlocul lui

(AC) si R simetricul lui M fatd de N, demonstrati cd punctele P,7, R sunt coliniare



Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
22 februarie 2015
Clasa a VIII-a

Problema 1.

+3

Se da expresia E(x):( 4 S 4x+1 ) 44 —x

3v+5  S—3x 047 —25) 0x? 430x+25
a). Sa se determine valorile reale ale Iui x pentru care expresia E(x) nu are sens.
b). Sa se aduca expresia E(x) la forma cea mai simpla.

¢). Sa se determine valorile intregi ale lui x pentru care E(x) este numar natural.

Problema 2.
a). Sa se rezolve in multimea numerelor intregi ecuatia X V- 6x° +xy =6.

2x* —4x 49 . 3

b). Fie expresia £(x) =————, x € K. Sa se demonstreze cd E(x) =2 ——5—.
X2 —2x+6 (x=1)"+5
217 —4x+9
¢). Sa se determine valoarea minima a expresiei E(x) = T’ xekR.
x°=2x+

Problema 3. Numerele reale x, y, z verifica relatiile:
4.x-2-3-y2+1=0
6-y-3-6-22+18=0
12.2.6 =2-x> —68 =0

5.y

F

Sa se demonstreze ca este numar natural, patrat perfect.

Problema 4.
Fie ABCD un paralelelogram cu diagonala BD perpendiculara pe latura AD si cu

unghiul dintre diagonale de masura 45°. Fie BN L AC, Ne AC si DM | (ABC). Daca

punctul P este simetricul punctului C fatd de punctul B, iar DM=a V2 si DA=2a, sa se
calculeze:

a). distanta de la punctul D la planul (AMP)

b). distanta de la punctul M la dreapta PN.



Barem de evaluare Clasa a V-a

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
a). 5* =12 +16% +15% =9% +12% +20% 3p
b) 52H+4 :52}’! .54 — lp
1. 52”-(122+162 +152)= 521 122 4521 .162 +527.152 = ip
p
2 2 2
(5"-12) +(5"-16) +(5"-15) . 1p
y =32014 52014 5 5 _ 152014 5. 9 3p
=Xx>);
y=3%014.3.52014 5 _ 152014 3 o
2014 _ 2014
X>y=x— >) — x2015 5, 2014 2p
5 X2015 _ 2014 0 2015 2014
x+y=15201.5,2415201% 3,7 Ip
1520“.3+4:4.(1520'4-2+1):>(x+y)54. 1p
Daca numarul gastelor este x , atunci numarul curcilor este 5-x, iar
numdrul porumbeilor este 80 —6-x. 2p
Pentru cele 5-x curci, am primit 6-x gaste. 2p
3. Dupa acgst schimb am 7 -x géste pentru care primesc la schimb 11-x 1p
porumbei.
Asadar, 11-x+80-6x =100 &5.-x =20 <= x =4. 1p
Am plecat de acasa cu 4 gaste, 20 curci §i 56 porumbei. 1p
a). n°+n+2013=n-(n+1)+2013
n -(n +1}estc numadr par (produs de numere consecutive) ; =
2013 este numdr impar
n’ +n+2013 este numar impar(1) 2p
1+243+...+2015=2015-2016:2 =2015-1008 = numar par(2)
Din (1) i (2) = A=2 Ip
b).
4. Fie n#0
u 2016”+2015”-201?+201?)=u(6+5+7)=8 (1) 1p
u(a? +2010):u(a2)?&8 (2)
Ip
Din()si(2Q)=>EnF=0.
Daci n=0 = x =4035 = E = {4035}, 1p
4035 € F daca ecuatia a® +2010=4035 are solutii 1p

in multimea numerelor naturale a” +2010 =4035 = a” =2025=a =45¢N;
a=45=y=4035 ENF ={4035).




Clasa a VI-a Barem de evaluare

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
a) Punctul B este mijlocul segmentului (4C)= B €(4C),(4B)=(BC): Ip
Be(AC)= 4,B,C puncte coliniare; (1)

Punctul C este mijlocul segmentului (BD)= C (BD),(BC)=(CD);
C e(BD)= B,C.D puncte coliniare; ~ (2)
1 Din (1) si (2) rezultd ca A, B, C, D sunt coliniare. !
p
AB)=(BC)=2-BC = AC 2p
(48)=(5¢) —4.BC=AC+BD = BC=2C+50
(BC)E(CD):}Z-BC:BD
b). 1 1 1 | 1 1 3 4
_—t =+ = = = < .
AC BD 2:BC 2-BC BC AD 4D 4D Ip
3 Ip
m(£ROQ) = m(£ROD) — m(£Q0D) = P
1 1 1 2p
=5m(AAOD)—5m(&COD)=Em(,{AOC)
m(£MOP)=m(£AOP)—m(£LAOM ) =
2
=%m(iAOC)—%m(A(AOB)=%m(iBOC)' 2p
Deducem din cele doua siruri de egalitati ca
1 1 2
m(LROQ) ~m (LMOP) ==-m (£40C)~—m (£BOC) = P
%HI(AOB):IS':':) m(£A0B)=30° 1p
a) x+y |
=—=zd=4(x+
z:t 4 ( y)
inlocuind in conditial =5 -(x +y)=2015 =>x+y=403=z-t=1612, 2
(x,y):?)l = 3dm,n €N, (m,n):l, astfel incat x =31-m, y =31-n.
3 x+y=403=31-m+31-n=403=>m+n=13;
m+n=13 N m=1 - x =31 sau m=2:> x =62
(m,n)=1 n=12 |y=372 n=11 |y=341
m=3 x=93 m=4 x=124
sau - sau . 2p
n=10"" |y=310 n=9  |y=279

sau ‘ =12 2372 . Asadar, existd 12 perechi de numere de
71y=31 forma(x.y)e {(31,372),(62,341),(93,310).....(372.31)}



z-t=1612

[z r] 806 :>(z,r)=2;
[z r] z, t =z
(z,t)=2=(3)p,q eN, (p,q)=1, astfelincatz=2-p, t=2-q ; 2p
z.t=1612
;. 403 p-q=403=13-31 p=13 z=26
z= = =
b pa= (p.q)=1 g=31" |t=62
[=2-q

sau sau sau
p=31__ |z=62 =403 =806 =1 =2
{ :{ P — Z p — Z
g=13  [t=26 |4=] t=2 g =403 " |1=806

Asadar, existd 4 perechi de numere de

forma (z,¢) €{(2.806),(26,62),(806,2).(62,26)} .

b) Numarul solutiilor de forma (x, y, z, ¢) care indeplinesc simultan conditiile | 1p

date este12-4 =48.

a). 165:15=11  1665:15=111 16665:15=1111 1p
1666...65:15= 111...11 Ip
—_— —_—

n cifre de 6 (141 )eifire de 1
2015cifie

L " 22...2 :E+z+...+322015-E
5 55 55..5 5 5 5 5

2015cifre 2015termeni I p
2015¢ifre=6 2016cifre=l
(_A'_\ f_A_\
166...65 =15-111...11 ;

1 1 1 2 2 2 2
—+—+.+—=—+—+ +o =
5 50 500..0 10 100 1000 100...0

—_— —_—
2015¢ifre=0 201 6cifre=0
Wl6eife=2  2016eifre=!
222..2 111...1 Ip
=0,222.2 = =L — e
’ 1000...0 5000...0
2016cifre=2  2016cifre=0  2015¢ifre=0
1 | 1 | 1 1
—t+—+..+ —+—+..+
11 101 100...01 11 101 100...01
\_\’_I
2015¢ifre0 _ 2015¢ifre( -9
VLS
22 202 200..02 1|1 1 1 Ip
S——— — —+— +
2015¢ifre0 2 | 11 101 100...01
\_v_i
2015¢ifre
Ecuatia devine:
20l6eifre=l  2016cifre=1 \1
111...1 111...1 27+ _ 2000 Ip
201515 <5556~ So05.-0~ | "2 = <

2015cifre=0  2015cifie=0

2000" -2" -2 =8000 <> 4000" =4000 = n =1.




Clasa a VII-a

Barem de evaluare

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
a)
2
a=N3"" =23 2.3 - —2.3-2- 25} -5 -3|=
Ip
\/320|5 32014+32013+ +3+1 ‘2 \/“_Ng 3‘
\/32(“5 32015 _ +2 J5+5-3=0. Ip
bflffff LB N2
J_ J6 Ji2 NN N N RN T Ip
| N 1 1 1 1 | 11 5
-y R D -
1. > 2 BB B2 2 Ip
b)
I 1 - J§+J3_= 1 -
2.3 2.5 5.B-3. 7 2.5 5.B3-3
(\/§+J§)-(5-J§—3-J§)=2-Jﬁ§ 2p
55335+ (5B-3+5) =25
5. 15-15+15-3. 15 =25 2. I5=2.I5 ip
. AB+CD ) 1
2.a a) Din formula EF =%C, obtinem AB+CD=2-EF=2-4cm=8 cm P
Deci,
1p
Puen =20ecm < AB+CD+2-AD=20cm <8 cm+2-4AD =20 cm <
AD =6 cm '
[OE] estc mediand in  triunghiul dreptunghic  AOAD, deci
OF =% = 6 ;m =3cm. Analog, OF =3 cm. Prin urmare,
2p
P =OE+OF + EF =3 cm+3 cm+4 cm =10 cm.
2b b) Notam cu M si N mijloacele laturilor [AB], respectiv [CD]. 2p
Deoarece triunghiurile AOAB s1 AOCD sunt dreptunghice isoscele,
deducem ca OM =%, ON =CTD, OM 1 AB,ON LCD.
Adaugand AB||CD obtinem ca punctele O, M si N sunt coliniare si
AB D
h=MN=0M +0O ;C 8;”‘—4 cm, unde cu A
am notat lungimea nal{imii trapezului ABCD . Prin urmare,
(AB+CD)-h_80m-4cm=16 o Ip

A = =
ABCD P )




a) Avem ca

a,(ba)+b,(ab)+a,b(a)= aba—a  bab—b aba—ab _

99 99 90 2p
110-a+110-b 91-a+9-b _
99 90
_191-a+109-b
- 90 '

Pentru ca fractia zecimala sa fie finitd este necesar ca 9 sd divida numarul
natural 191-a+109 -5, ceea ce este echivalent cu 9 divide 2-a +b. Ip
Dar, 3<2-a+b<25,deunderezultica 2-a+b=9 sau 2-a+b=18.

Se obtin solutiile

(.6) €{(1:7),(2:5),(3:3). (41),(5:8)(6:6). (7:4): (8:2)} . v

b) Din ipotezi avem
2015 2015 2015
+
x+1 y+2 z+3

=2014 < 2015- ! + 1 - ! =204 &
x+1 y+2 z+3

1 l 1 2014
A= + + = .
x+1 y+2 z+3 2015
x—1 y z+1l x+1-2 y+2-2 z+43-2
+ + = - + =

Deci 1p

L]

x+1 y+2 z+3  x+l y+2 z+3
1- 2 +1— 2 +1— 2 =
x+1 yv+2 z+3
=3- 2 + 2 + 2 =3-2- ! + 1 + L |- Ip
x+1 y+2 z43 x+1 y+2 z+43
_,.2014 2017 'p
2015 2015

Fie V' mijlocul segmentului [NC], Din AN + NC = AC si AN =2-NC 2p

deducem AN = % Cum AT = % rezultd TN = %, relatie pe care o

notam pe (1). Din NC:%

: . . § AC : . . 3p
si V' este mijlocul lui rezulta NV =——, relafie care o notam cu (2) Din y

relatiile (1) si (2) rezulti 7N =NV si cum MN =NR deducem ci

P,
MVRT este paralelogram, deci MV || RT', relatic pe carc o notam cu (3) L —
Pe de alta parte, din — = £ =3, cu teorema reciproca a lui
PB T

Thales in triunghiul A4BN rezulta PT || BN, relatic pe care o notam cu 2p
(4). Dar, MV este linie mijlocic in triunghiul ACBN, deci MV || BN,
relatie pe care 0 notdm cu (5). Din relatiile (4) si (5) rezulta MV || PT si
addugand la acesta relatia (3) deducem ci punctele P, T, R sunt coliniare.




Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
22 februarie-2015
Clasa a VIII-a
Barem de evaluare

Pentru orice solutie corecti, chiar daci este diferitid de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzitor.

Nu se acordi fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei

a). 1p
3x—-5=0
3x+5=0 '
x; ﬁxe{z,—i,m}
9x° +30x+25=0 3 3
44 —-x =0
b).

4.(3x—=5)=5-(3x+5)+4x+1 _
E(x)= (3x-5)-5-(3x+5)+ r+:44 x7+3

(v i5)(v-35) (a3
2
(x):12x—20—15x—25+4x+1‘(3x+5) 3
(3x+5)-(3x-5) 44 —x

E(x)=x—44.3x+5+

3x—5 44 —-x )

p

E(x)=3x+5+3

5-3x

_2-(3x—10)

E(¥)=—75




o).

2. —1
E(x)eN:>MEN:>(3x—5)I2-(3x—IO):> 1p
%=
(3x-5)/2-(3x=5)-10=
(3x—5)/10 = (3x—5) e{-10,-5,-2,-1,1,2,5,10} = 1p
3xe{-5,0,3,4,6,7,10,15} =
xe{(},l,i,Z,z,E,S}
333
xe{ﬂ,l,i,Z,z,&, } Ip
333 =xe{0,1,2,5}
x e Z.—{44}
x=0=E(0)=4€eN
x=1=E(l)=7€eN
x=2=E(2)=-8¢N
x=5=E(5)=1eN 1p
Solutia: x € {0, 1,5}
x3y—6x2 +xy=6<:>x2-(xy—6)+(xy—6)=0<:>(xy—6)‘(x2+])=0:>
xy-6=0=xy=6; 1p
Jnyzﬁ {le {x=2 {xz?s {xz—l
= sau sau sau sau
x,yer y=06 y=3 y=2 y=-6
{x:—2 {x:—?)
sau sau
y=-3 y==2
{xzﬁ <|[Jr=—6
sau
y=1 y=-1
Multimea solutiilor este:
{(1.6),(2.3),(3,2),(6:1), (-1,6), (-2, -3),(-3,2). (-6, 1)} 1p
2x® —dxs9  2(¥-2x+6)-3 3 3 2p
b). E(x) == - S R S
x°=2x+6 x“=2x+6 x°=2x+6 (x—l) +5
E (x) este minima daca 5——este maxima; Ip
(x—l) +5
5——este maximai daca (_r—1)2+5 este miﬂimz"i:>{_:r—1)2 —0=>x=1= |1p
(x=1)"+5
E (x) este minimd pentru x=1 = valoarea minima este E (1) = % 1p

Adunand egalitatile, obtinem:




12206 =232 —68+6-p-3-6-22+18+4-x-\2 =31’ +1=0 =
—12-z-J6+2-x" +68—6-y-B+6-22-18—-4-x-2+3- )’ -1=0
2-(x* —2x2+2)43: (17 =25 B +3)46- (27 226 +6) =0 &

2*()5—@)2 +3-(y—sf§)2 +6‘(2—Jg)2 =0;

3p
2
2*(x—\/§ >20,vxelkk 2
) (-2) =0 _ 5
2 x=4/2
3-(}?—\/3_) =0,Vyvelk 7 2p
, =(v=B) =0={y=B
6-(z=6) >0,vzeR ( J‘)E .=
z—=~6] =0
2 2 2
2(x=~2) +3:(y=B) +6:(z=6) =0
4x 3V T2 _4i547-16=42¢N. 2p
V2o Bk
a). Fie ACNnBD = {O}

Daca simetricul lui C fata de B este P, atunci PB=BC=AD si
adaugand BC H AD , deducem cid APBD este paralelogram. Cum 1p
AD L BD, obtinem APBD dreptunghi, iar de aici DA 1L AP.

Avand si DM L (ABC) deducem, conform teoremei celor trei
perpendiculare, cda MA L AP.Construim DH L MA, afirmatie care, impreuna Ip
cu MA L AP si DA L AP ne duce la concluzia ca DH L (MAP) (reciproca a
doua a teoremei celor trei perpendiculare).

Se calculeazd DH ca Tnaltime a triunghiului dreptunghic DAM si se 1p

obtine DH=d(D,(MAP))= % a3 .




. . . 1 1
Fie Q mijlocul lui (AB). Rezultd ca NQ= 5AB= 3 DP. Rezulta ca

triunghiul DNP este dreptunghic in N.

Construind cercul de diametru [DP], acesta va avea si diametrul
[AB] si va contine punctele A,B,P,N,D. Daca diagonalele AC si BD
formeaza un unghi de 45°, rezulti ca
m(&£NOB)=m(£OBN ) =45°.Unghiurile OBN si DPN au ca masuri
jumatate din masura arcului DN si deci, triunghiul DNP este triunghi
dreptunghic isoscel. Avem incd DB=2 DO= =2AD=4a, iar de aici AB=DP=
2a~/5 iar DN=NP=a /10 .

Aplicam teorema celor 3 perpendiculare si, din DM L (ABC),
DN L PN, DN si PN incluse in planul (ABC), deducem MN 1 PN, de unde
rezultd cad d(M,NP) este MN. Cu teorema lui Pitagora in triunghiul
dreptunghic MNP, obtinem MN =2 a V3.

Metoda 2- determinarea lungimii segmentului [DN]

In sANB, m (£N)=90° AB
= NQ=— DP

[40]=[0B] 2 :NQ:T
Dar ADBP dreptunghi: [4B]=[DP]

DP
|Ng=—-
Din 2 =m(4DNP)=90°= DN LPN;

[po]=(0P]

) T.P
in aDOA: m(£4D0)=90°= 40 =2ay2;

m(£4D0)=90° (4E]=[EO] 0
in 4D041[4D]=[DO] N Jz_:EOszaJZ_DEN:h\ﬁ

DE="2=
fie DE L AC,E &(40) 7 "

r.ep
in aDEN : m(£DEN)=90°= DN = axfi0.

Ip

2p

Ip




