Societatea de Stiinte Matematice Ministerul Educatiei gi Cercetarii Stiintifice

din Romania,

Olimpiada Nationalid de Matematica
Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 14 martie 2015

Clasa a V-a

Problema 1. Determinati toate numerele naturale de doua cifre ab, cu a < b, care sunt egale cu suma
numerelor naturale cel putin egale cu a si cel mult egale cu b.

Problema 2. La un concurs de matematica, la care participa 50 de elevi, se ofera spre rezolvare 3
probleme. Stiind ca fiecare elev a rezolvat cel putin o problema si ca numarul de solutii corecte ale tuturor
concurentilor este 100, aratati cd numarul celor care au rezolvat corect toate cele trei probleme este cel mult
25.

Problema 3. Multimea numerelor naturale nenule se imparte in submultimi astfel:
{1.2} , {3,4,5} , {6,7.8.9} , ...

a) Aflati cel mai mic element din cea de-a 100-a submultime.
b) Este 2015 cel mai mare element al unei astfel de submultimi?
Gazeta Matematica

Problema 4. a) Aratati ca ultimele trei cifre ale numarului 10382 sunt egale cu 4.
b) Aratati ci existd o infinitate de patrate perfecte ale caror ultime trei cifre sunt egale cu 4.
¢) Demonstrati ca nu exista patrate perfecte care sa aiba ultimele patru cifre egale cu 4.

Clasaa Vl-a

Problema 1. Pe o tabla sunt scrise la inceput numerele 11 gi 13. Un pas inscamna scriereca pe
tabla a unui numar nou, egal cu suma a doua numere oarecare scrise deja pe tabla. Aratati ca:
a) indiferent cati pasi s-ar efectua, pe tabla nu se poate scrie numarul 86;
b) este posibil ca, dupa mai multi pasi, pe tabla sa fie scris numarul 2015.
Gazeta Matematica

Problema 2. Fie triunghiul ABC' obtuzunghic cu AB = AC'. Notam cu M simetricul punctului
A fata de punctul C si cu P intersectia dreptei AB cu mediatoarea segmentului [AM]. Stiind ca
dreapta PM este perpendiculara pe BC', aratafi ca triunghiul APM este echilateral.

Problema 3. Determinati patratele perfecte de cinci cifre, cu primele doua cifre identice, care
au rasturnatul patrat perfect de cinci cifre.

Problema 4. Determinati numerele naturale nenule A si 3, care au acelasi numar de cifre, stiind
ca

2-A-B=AB,

unde AB este numarul obtinut prin scrierea cifrelor lui B dupa cifrele lui A.



Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judctcana si a Municipiului Bucurcsti, 14 martic 2015

Clasa a Vll-a

Problema 1. a) Aralall cd wundrul a = VI—VTT- V2. (w/ll — \/7) (99— 77) este natural.
) Se considera nunierele reale © is y astfel incat wy = 6. Daca © > 2 g1 y > 2, arvatati ca « +y < 5.

Gazcta Matematica

Problema 2. a) Aratati ca daca cxista doua numere naturale p i ¢ astfel incat /2p — ¢ i v/2p + ¢ sunt numere
naturale, atunci q cste par.

b) Determinaii cite numere naturale p au proprietatea ¢ /2p — 4030 si +/2p + 1030 sunt simultan numere nalurale.

Problcma 3. In triunghiul ABC. fic M mijlocul laturii ‘AC] gi punctul N € (AM). Paralcla prin N la AB

inlerseeteazd dreapta BA in P, paralela prin M la BC infcrsccteazi dreapta BN 1n @, iar paralela prin V la AQ
intersecteazd dreapta BC n S.

Demonstrati ca dreptele PS g AC sunt paralele.
Problema 4. In exieriorul patratulul ABCD se coustruieste {riunghiul isoscel ABE. cu mn (Q.ABE) = 120°. Se

noteaza cu M piciorul perpendicularei din B pe bisectoarea unghiului FAB. cu N piciorul perpendicularei din M pe
AB, iar cu P iuterscctia dreptelor CN si M B.

Fie G centrul de greutate al triunghivlui AB L. Demonstragi ca dreptele PG gl AL sunt paralcle.

Clasa a Vlll-a

Problema 1. Dacd a, b, ¢ sunt lungimile laturilor wnui trinnghi, aratagi ca arc loc incgalitatca:

a b ¢
/ / / <.
alblr+ ab|r+ alb r_d'

Problema 2. Pentru orice numar natural ¢ defininm multimea

A, = {ne N‘\/ n —an € \]}

a) Ardtagi cd mulgimea A, cste finitd dacd i numai dacd a £ 0.

b) Determinaii cel mai mare element al mul(imii Agq. Cazela Malemalice

Problema 3. Dcicrminati numérul de elemente ale multimii

| | |
NEERV \/2016}'
Problema 4. T'ic ABCDA'B'C'D’ un paralclipiped dreptunghic si AB' N A'B = {O}. Pc muchia [BC sc

considerd un punct N astfol incat A'C| (B'AN). Stiind cd D'O L (B'AN) demonstragi ¢d ABCDA'B'C'D’ csbe
cub.

M= {(1-,y) N N*




SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a V-a

Solutie Problema 1.

Conform relatiei din enunt, avem ab = a+ (a + 1)+...+bsi,cum a+(a + 1)+ ...4+b < 142+ ... +9 = 45,
POZIE A @ e e 3p

Pentru a = 4, rezulti ab > 45 = 1+ 2+ .. + 9, deci ar trebui ca a = 1 (si b =9), nu convine ...... 1p

Daca a = 3 obtinem 3+ 4+ ...+ (b—1) + b = 3b = 30 + b. Scazand b si adunand 1+ 2 in ambii membri,
rezultd 14+2+ ...+ (b— 1) = 32, de unde (b — 1) - b = 64, egalitate care nu se realizeaza pentru nicio valoare
D E {5, O e e 1p

Daci a = 2, atunci 2+ 3+ ... + (b — 1) + b = 2b = 20 + b. Sciazand b si adunand 1 in ambii membri,
rezulta 1 +2+ ...+ (b—1) =21, de unde (b—1) - b = 42.

Cum 6 - 7 = 42, egalitatea are loe pentru b = 7, deci un numar care satisface conditia din enunt, este
B0 = 2T e 1p

Pentru @ = 1 obginem 1+ 2+ ...+ (b—1)+b=1b=10+b,de unde 1 + 2+ ... + (b —1) = 10 san
(b—1)-b=20.

Egalitatea precedenta se verifica pentru b = 5, deci si ab = 15 satisface conditia din enunt ......... 1p

Solutie Problema 2.

Fie a, b, ¢ numarul elevilor care au rezolvat corect exact una, dona, respectiv trei probleme.

Atunci a+ b4+ e=0081 a+ 2b 4+ 3c =100 ...t e e e 2p
Rezulta b4 20 = 50 ..o 2p
ATunc 2e < 00, el € 2D . e e e 3p
Solutie Problema 3.
a) Primele 99 de submultimi contin 2+ 3 + ... + 100 = 5049 de elemente ..............ccoviin... 2p
In primele 99 de submultimi sunt scrise numerele de la 1 la 5049, deci cel mai mic element al celei de-a
100-a submultimi este BOD0 ... e 1p
b) 2015 este cel mai mare element al celei de-a n -a submultimi daca 2+ 3+ ...+ (n+1) = 2015 .. 1p
Adunand 1 in ambii membri rezulta (n + 1) (n +2) =2-2016 =4032 ............... ... 2p
Cum 63 - 64 = 4032, rezulta ca 2015 este cel mai mare element al celei de-a 62-a submulfimi ....... 1p
Solutie Problema 4.
a) 10382 = 10TTA44 . i 1p
b) Ridicand la patrat un numar ale carui ultime trei cifre sunt 038 se obtine un numar care se termina
cu trei cifre de 4, dupid cum se vede din inmulfjirea de mai jos ... i 1p
0 3 8 x
0 3 8
3 0 4
1 4
e e 444
Sunt o infinitate de numere care se termina in 038, deci sunt o infinitate de patrate perfecte terminate
Gl trel CHre de d o e e 1p

¢) Fie ¢ un numar natural al carui patrat se termina in patru cifre de 4; atunci a este par, a = 2b. In

plus, a? are forma 10000k + 4444, k € N, deci 40 = ¢? = 4 (2500k + 1111) , de unde rezulta ca ultimele

doui cifre ale lui b? sunt egale ClL L ... ..o . 1p

Ultima cifra a lui b este 1 Sa 9 ... et e e e e 1p
Analizand Inmultirile

n 1 x m 9 x

n 1 m 9

n 1 p 1

n T

uw 1 eoov o1

rezulta ca u este ultima cifra a lui 2n, iar v este ultima cifra a lui 2p, deci sunt cifre pare ............. 1p

Asadar, penultima cifrda a lui b® este pardi, deci nu poate fi egala cu 1. Ca urmare, nu exista patrate
perfect terminate Tn patrit cifre de 4 ..o e 1p



SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE — CLASA a VI-a

Solutic Problema 1.

a) Orice numar care poate fi scris pe tabla este de forma 11¢ + 13D, unde ¢.b € N* ... ... 1p
Daca ar cxista a, b € N* astfcl incat 86 = 11a+ 13b, atunci b<6 ...... ... oo, 1p
Atunci 13b € {13.26.39.52.65. 78}, deci 11a = 86 — 13b € {73.60.47,34,21,8} ............. 1p
Niciunul dintre aceste numere nu se divide cu 1. deci 86 nu sc poate scric pe tabla ........ 1p
D) 2010=T1 - 182 — 13, . 1p
Putem obtine numarul 2015 prin 182 de pasi astfel:

B4+11=24F 5 1342 11=35 =5 13+3-11=46 =5 ... 2513+ 18211 =2015 .. 2p
Solutie Problema 2.

Fic {D} — BCNPM. Notam m(sABC) — x. Atunci m(yMCD) — m(vACB) — m(yABC) —

2z, de unde m(TPMCO) = 00% — & oottt 2p
Cum PC cste mediatoarca segmentului  AM], winnghiudl PAM este isoscel, deci MO =
AP 2p
Dar m(.PAC) — 180° — m(LBAC) — m(2LABC) —m(LACD) — 2u.
Rezulta 907 — 2 =22, de unde & = 307 i e 2p
Atunci m(s’MC) — m(31°AC) — 60°, deci triunghiul AP’AL este cchilateral........... ... 1p

Solutie Problema 3.

I'ic aabed wn patral perlect cu a = 0,d = 0, astlel incal debaa este patrat perlect.

Deoarece debaa cste patrat perfect, reznltd o € {1,4,5,6,9}. ..o 1p
Nunerele de forma deb55 sunt divizibile cu 3 i nu sunt divizibile ¢ 25, deci nu pot fi patrate
DL Gt e 1p
Numerele de forma ded66 sunt divizibile cu 2 si wn sunt divizibile cu 4, deci nu pot fi pétrate
PTGt L e 1p
Numerele de forma dcb11 sau dcb99 nu pot fi patrate perfecte deoarece dau restul 3 la impartirea
CU b e 2p

Studicm cazul a = 4. ITntrucat 209¢ < 44000 si 213% > 45000. rezults ca aabed € {2102, 21122122},
Cum 210° = 44100 nu arc rasturnatul de 3 cilre. 2117 = 44521 si 12544 = 1122, 2122 = 44944,

numercle caulale sunl 44521 g1 44044 L 2p
Solutie Problema 4.

Fie n wunarul de cifre ale lui A g1 B. Din relagia din enung avewn (24— 1)B — 10" A, de

wnde 24 L | L0 A 1p
Cum (24 -1.4) =14 (2,2A-1) =1 realta 24 — 1|53, deci 21 =1 <5 ... 2p
Deoarece A are n cifre, rezultd A > 107" deci 2- 107" —1 < 24 — 1 < 5. Obtinew
ZZ"l rnl\5.—nl 1\6 —nl

deci 2 < 6, denude € {1,2) oo 2p
Pentrun — 1. din 24 —1 | 5, rezulta 2.1 —1 € {1,5}, deci A € {1.3}. Daca A — 1, avelr B — 10,
care nu convine, deoarece B are o cifra. Daca A =3, avetn B =06 ............cccoiiiiiiiia... lp

Pentru n = 2, din 2A — 1| 25, rezulta 2A — 1 = {1,5,23}, deci A € {1,3.13}; dar A are doua
cifre, deci 4 =13 51 203 = 1300, deci B =02, .. . . . e 1p



SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE — CLASA a VII-a

Solutie Problema 1.

a) Numarul a se poate rescrie v/18 — 24/77 - (\/_—\/_ 9+\/ﬁ) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1p
18 = 2V/TT = (VI = V) oot 2p
Ca urmare, a = (V11 — \/?)2 O+ VTT) = (18 —2VTT) (9+VTT) =8eN ... 1p
b) Daca z > 2, y > 2, atunci (x —2) (y —2) >0
Rezulta zy — 2 (z+y) +4 >0, deunde z +y < ~ ! (a:y+r1):5 P |

Solutie Problema 2.

a) Din ipoteza, existd numerele naturale k si » astfel incat 2p — g = k2, 2p + g = r?; atunci 2 — k? = 2¢ ..... 1p
Atunci (r — k) (r + k) = 2q, iar concluzia se obtine din faptul ca r — k g1 r + k au aceeasi paritate ........... 2p
b) Notand ca mai sus, avem (r — k) (r+k) =2-4030 =22-5-13-31 ........... . 1p

Cum r — k gi r + k au aceeasi paritate, iar r — k < r + k, perechea (r — k,r + .L) poatc ﬁ (2 -1030} 10 806) ,
(26,310) sau (62, 130).

Se obtine r € {2016, 408, 168,96} , iar p € {2030113, 81217, 12097,2593} , deci exista 4 numere cu proprietatea din
L2 L P 3p

Solutie Problema 3.

Notand MQNAB = {E}si {D} = NPNnME, obtinem FA=EBsiND=DP ........................... 2p
Cum AN PB este trapez, punctele A, @, P sunt coliniare ......... ... . i e 2p
AADP = ASDN (U.LUL) oo 1p
Rezultd [AP] = [SN] si, cum AP || SN, patrulaterul ANSP este paralelogram, deci PS || AC ............... 2p

Solutie Problema 4.

m (£ BAM) = 15° implica MN = %AB .................................................................... 2p
PM MN 1 PM 1

in MN 4 APMN ~ i = S = = i nota — BM , rezultd —— = —,

Din MN || BC rezulta APM APBC, deci 8 BC — 1 % notand {Q} = BM N AE, rezulta BO "6

de unde PB = PM + %BQ = %BQ ............................................................................ 3p

Daca F este mijlocul segmentului [AE], atunci BF = 3 si, conform reciprocei teoremei i Thales, rezulta ca

PG | AE e 2p



SOLUTIL §1 BAREME ORIENTATIVE — CLASA a Vlll-a

Solutie Problcma 1.

Deoarece a, b, ¢ sunt, lungimile laturilor nnui iriunghi, numerele —a+b+c, a —b+c st a— b — c sunl sirict pozitive.
Aplicand inegalitatea dinlre media geomelrica si niedia armonicd, avem

2 2
/e  _ \/1 BN o
Voaibie alblce™ 11— blec
S ATIAlOagele L . e 3p
. . . .« b ¢ 3
Este sulicient sa denonstrant ca + —
—¢ a+c¢ a+b T2
- . —rt+y+z r=y+z . rty—z . . .
Notand b+ec=ax. a+c=y, b+ ¢ =z obtinem a = ‘)/ b= : sl e = 7: lar inegalilatea
de demonstrat se scric echivalent: - - -
—-r+y+: r—y+ xz—7y—2 I ? rooz T 1
yre oy i - VA N
2.r 2y 2z 2 roow y oy z oz
s . ‘
carc cste adevarata, deoarcce v — > 2 pentriiorico 10> 0 Lo e 4p
[
Solutie Probleina 2.
a) Dacd a = 0 atuncl A =N care este INATITE ..o 1p
Dacd a % 0 atunci existd p € N astfel Teat 107 — @i = P2 oo 1ip
Obtinem 402 +4an+ a2 =1p> + ¢ deunde 2n+a—2p)(2n+a+2p) =a2 oo 1p
Ca urnare, 21 + a + 2p cste divizor al lui a2 (carc este nenul), deci 2n < 2n4+a —2p < a?. de unde rezulta ca n
poatc lua un numar finit de valori, adica A cste AnIta .. ... 2p

b) Irchuie s gdsim cel mai mare numAr natural 7 pentru care n? | 40n este pitrat perfees. ie p € N astfel incit
p? —n? 4+ 40n.

Obtinent p? — 400 = (n + 20)2 . de unde (n+20 —p) (n+ 20+ p) = 400. Numerele p —n — 20 si p +n — 20 au
acceasi paritate, deci vor fi pare. Avemn 2-200 = 1- 100 = 350 = 400, dc unde »n € {81,32.9}. Elementul cautat cste
31.

............................................................................................................ 2p
Solutic Problema 3.
Tic (x.y) € M. Cum v/2016 = 12¢/1 1, avem
1111 L1 11
Ve oy v Ve Vidy o 2016 7 Vi 1y o 2016
Prin ridicarc la patrat obginem 1 L + ! + ! de unde /14y € Q si, ca urmare 14z € Q
¢ a —_—— , de >/ i, ct arc v/ .
P tnem = 11 2016 T 08y AL
Atunci existd numercle natnralc nenule a,b pentrucare v — 1da iy — 14b. oo 3p
Inlocuind in relatia 1 1 , obtinem EOE de unde a 1726 2
£ \ﬁ N i AT }@ g e P
12¢
Din T ])Z e Nrezulld 0412 | 144, deci b € {4.6,12,24,306,60,132}, de unde a. € {3,4,6.8.9,10,11}.
In concluzie, multimea M admite 7 GICMORLC. ... .o 2p
Solutie Problema 4.
Din D'A" L (ABI3)si D'O L AB' oblinem A’O L A/, deci ABDB'A’ este palral. ........cooiiiiiiii... 2p
Apoi A'C' || (ANB’) st (ANB') N (A’BC) = ON, deci A’C' | ON. Cum O este mijlocul segmentului |[A’B_ atunci
N cste mijlocul segmentulul BO . oo 1p
T : ’ ’ ’ T o 1Al 7 . D'A OB
In dreptunghiul A'BCD’. avem m (1D'ON) — 90°, de unde AD'A'O ~ AODN. Atunci T~ oN ceace
A'B* _A'p? D" , , ,
conduce le ,dedd A/'B = A’DV2. Obtinemn 4'D = A’A, deci AA’D'D cste patrat. oooovveeivn... 3p

Conecluzia se Obl,,lrle remarcind ¢d ABCDA'IZ'C'I)" este un paralelipided dreptungliic cu toate [etele laterale
patrate, deCh €866 CUD. ..o e 1p



