COLEGIUL NATIONAL ,,VASILE LUCACIU” BAIA MARE
Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a X-a, Baia Mare, 24 ianuarie 2015

CLASA alIV-a
Subiectul 1.

a) In sirul 2015, a, 2007, b, ¢ suma oricaror trei termeni consecutivi este aceeasi.
Sé se calculeze a-c.
b) Pe niste bilete sunt scrise numere naturale (cate un numar pe fiecare bilet), astfel
incat suma si produsul lor sunt egale cu 12. Aflati numarul biletelor.
( Gasiti toate solutiile posibile).
Gazeta Matematica
Subiectul 2
Un elev a cumparat 8 caiete si 12 creioane pentru care a platit 144 lei.
Un alt elev a cumparat 10 caiete si 15 creioane de acelasi fel cu colegul sau.
a) Aflati cati lei a incasat libraria de la cei doi elevi?
b) Cati lei costa un creion daca un caiet costa de 3 ori mai mult?

Subiectul 3.

O urna contine bile albastre si bile rosii. O persoana a inventat urmatorul joc:
Extrage succesiv bile, una cate una, pana cand constata ca pentru prima datd numarul
bilelor albastre extrase este egal cu numarul bilelor rosii extrase. La unul dintre jocuri
constata ca in final au fost extrase 10 bile 1 ca nu exista trei bile de aceeasi culoare
extrase consecutiv. Sa se arate ca 1n aceasta situatie a cincea si a sasea bila extrase au
culori diferite.

CLASA a V-a

Subiectul 1.

Aratafi cd numarul : a = 3+9+15+21+....+12081+8058+403 1, se poate scrie ca suma de trei patrate
perfecte consecutive.

Subiectul 2.
Determinati numerele prime p $i q pentru care:
p’-q’=10+5p
Gazeta Matematica nr. 12/2014
Subiectul 3.

In 16 cutii sunt in total 27 bile, fiecare cutie continind cel putin una si cel mult trei bile. Numdrul
cutiilor ce contin o bila nu este mai mic decat 7, iar numarul bilelor din cutiile ce contin doua sau trei bile
este mai mare decat 17. Aflati cate cutii contin o bila, doud bile, respectiv trei bile.



CLASA a VI-a
Subiectul 1.

Numerele abc au proprietatea aaa +bbb +ccc. =1221%.
a) Determinati numerele 95¢. b) Determinafi numerele abc.  RM.T. nr. 4/2014 prelucrare
Subiectul 2.

2011 2014 §ib= 2012 2013

i
20]2 2015 2013 2014

. . n n+3 . n+l n+2 .
b) Generalizare: Comparati numerele a = sl b= ——.,neN.

Subiectul 3 n+l n+4 n+2 n+3

a) Comparafi numerele a =

Pe dreapta 4 alegem un punct O si de aceeasi parte a lui O, ludm punctele 4, 4,.,..., 4, ( in aceastd

ordine) astfel incat O4, =1, 4,4, =2, 4,4, =3,...efc. Pe semidreapta opusa lui [OA] , consideram punctele
B,,B,,...,B, (de ladreapta la stinga) astfel incat OB, = p,B\B, = p—1,B,B, = p—2,...etc.Fie M mijlocul
segmentului [AkB ) J

a) Aflati lungimea segmentelor [OAR ] s [OBP J

b) Aflati k£ sip stiind cd A M =3 .( toate segmentele sunt masurate cu aceeasi unitate de masura)

CLASA a VII-a
Subiectul 1.
a) Fie a,b,c,x,y,z numere reale nenule astfel incat:

1 1 1
x=bc+a,y=ac+g,z=ab+z5iax+by+cz=1.

Sa se deduca o relatie numai intre a,b,c¢ si o relatie numai intre x, y §i z.

b) O foaie de dimensiune 99 este impartitd in 81 de patratele de dimensiuni 11 , pe care sunt
scrise numerele de la 1 la 81, fiecare intr-un patratel. Sd se arate ca existd un patrat de dimensiune
2%2 astfel ca suma numerelor din cele patru patratele sa fie cel mult 198.
Subiectul 2.
Se considera trapezul ABCD cu AB|| CD. Fie O punctul de intersectie al diagonalelor trapezului,
M mijlocul segmentului BC si N mijlocul segmentului AD. Sa se arate ca perimetrul triunghiului MON este
jumatate din perimetrul trapezului ABCD daca si numai daca diagonalele trapezului sunt perpendiculare.

Subiectul 3.
Se considera o multime ACZ care are proprietatile:
(1) 0eA (2) daca a,beZ si 2a-3b€A atuncia€A si bEA.
Sa se arate ca A = Z. Gazeta Matematicd nr. 12/2014

CLASA a VIII-a

Subiectul 1. Fie suma §, = ! + ! + +;, neN,n=2.

V243 38 nadni o1
a) Sa se determine S .
b) Pentru ce valori ale lui neN,n>2,avem §, < JEJr V212
Subiectul 2. 2
a) Daca a,beN si Ja ++b eN, si se demonstreze ci va e N Si Jb eN.
b) Determinati valorile lui n € N pentru care +/2009 +71 ++/2009 —n e N
Subiectul 3.
Fie triunghiul ABC sinotim @ = BC,b = AC,c = AB,a#b#c #a. In varfurile triunghiului

a3 b3 J3

ABC , de aceeasi parte a planului se ridica perpendicularele 44" == ,BB' = = CcC'= C3

Notam cu G centrul de greutate al triunghiului ABC , iar cu O' centrul cercului circumscris
triunghiului A'B'C’. Sascarateca a) [GA'|=[GB']=[GC’] b)) GO’ L(4'B'C)




Barem CLASA alV-a

Subiectul 1.

a) At20074HDZ2007FDFCurneirieeieeeeeeeee e e 2p
S eSO U PP TR TP PP P TRTRRUPPN Ip
A-C = 0 e e e Ip
b) 12 se poate scrie ca produs 2x6, 3x4, 2x2x3. In scrierea acestor produse se poate
folosi un numar convenabil de T.........ccoooviiiiiiiiiiiiiiiiiiieeecce e Ip
Avem:
2+6+1+1+1+1; 3+H4+1+1+1+1+1; 24243+ 1+1+ 1+ 1+ 1l p
Numarul biletelor poate fi 6,7 sau 8.......ccccoovveiiiieiiieieeeeeceee Ip.
Subiectul 2
a) 2 caiete s1 3 creioane costa ................. 144:4=36 lel......ccuvvveeeenn. 2p
10 caiete si 15 creioane costa..............36X5=180 lei.........cco.c.........2p
in total s-a incasat ....... .ccou.ee. 144+180=324 lei........o0vvrveennne, 1p
b) 2 caiete costa cat 6 creioane. Atunci | creion costa 36:9=4lei......2p
Subiectul 3.

Incepem jocul.
Cazul L. 1a,2a (altfel jocul se opreste),3r ( nu avem trei bile consecutive de aceeasi culoare), 4a

(@Il JOCUL S€ OPTESLE)..vviiiriiiiie ettt a b e b ene e res 3p
Din acest moment avem doua sub cazuri: 5a implica 6r (altfel avem 3 bile consecutive de aceeasi
culoare sau 5r implica 6a ( altfel jocul Se OPreste)......ccoiiiiiiiiiiiiiiiiie e 2p
Cazul IT este identic NUMAT €2 @ AEVINE Tuvvuvivvieeieieeeieieee et Ip
Continuarea jocului pand labila a 10-a..........cooiiiiiii e Ip.
Problema se poate rezolva si pornind de la bila a 10-a ,gdndind la fel.

CLASA aV-a

Subiectul 1
a=(1+3+5+..44027)+ (1 +3+5+...+4027 +4029)+ (1 +3 +5 +... + 4027 + 4029 + 4031)=...3p

T3 4544 (2 41) = (1) e Ip
@ =2014% 420157 420167 .. e e 3p
Subiectul 2.

pt=5p=10+¢’ = p(p-5)=10+¢> = p>5 —>p=impar = p —5=par............ 3p

p — prim

:>p(p—5)=par = 10+g =par=>qeste prim $i par => ¢ =2 ........ccovveerrrreerieeeninnanninn 3p

= PP =5) 1420 P =T e Ip
Subiectul 3.

X In cutiile cu 2 sau 3 bile, exista cel putin 18 bile. ...........coooiiiiiieiieeiieeeeee Ip
In cutiile cu 1 bila, existd cel mult 27-18=9 bile.... ... . 2p
Numarul cutiilor ce contin 0 bild poate fi 7,8 sau 9...... ..o Ip
Caz [ nr.cutii 1 bila=7 = Tcutiicu2bilesi2 cutiicu3 bile............cooooiiii . Ip
Caz Il nr.cutii I bila =8 = Scutiicu2 bilesi3cutiicu3 bile...........coooiiii Ip

Caz III nr.cutii 1 bila=9 = 3 cutiicu2 bilesi4 cutiicu3d bile...............ooo Ip




CLASA a VI-a

Subiectul 1.
a) 999" +bbb +cce. =12217 = 81+b> +¢? =121 <> b +¢* =40,

Dar ula® ulp? Julc? )e 1,4.5,6,9} b #0,c %0 =b =2,c =6 sau invers = abc < {962;926}...3p
b) Utilizand scrierea in baza 10 si descompunerea in factori ai lui 1221, egalitatea din enunt devine

aaa’ +bbb +cce. =117 111> = a? +b* +¢* =121
Dar u(az)e {0,],4,5,6,9} sicum a #0,b #0,c 20 = u(azlu(b2 )M(c2 )e {1,4,5,6,9}
1) u(az)zl =a e{l,9}
e a=1=Db>+¢2 =120 ud® +¢*) =0 = ulp? +¢* )=u(4+6) sau u(l+9)
Analizand toate situatiile u(b?) = -fl,z,:(c2 ): 6 siu(b?)= l,u(c2)=9 nu obtinem solutie.
o a=9=b"+c"=40=bh=2,c=6
Dar ordinea in a” +b” +¢? =121 nu conteaza , rezultd abc e {962;926;692;629;269;296
2) u( ) 4 nu mai trebuie
3) u(

) 6 nu mai trebuie
4) u( ) 9 nu mai trebuie
)=

5 ul@®)=5=b>+¢> =96 s ulp? ) e L5} = ulp?)=1=b € L9} = > =95 sau ¢* =15
1 ) T 4p
Subiectul 2.
y g 2ot 201 L, 1

2012 2015 2012 2015 2012 2015
~ 2012 2013 1o 1 1 1 _5 1 1

e
20]3 2014 2013 2014 2013 2014

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=>b=2- - + + - - =a+ - - -
2012 2015 2012 2015 2013 2014 2012 2013 2014 2015
1

1
=b=a+ - SA DD > A 4p
20122013 2014-2015

n +n+3_ 1 1
n+l n+4 n+l n+4

1 1 1 | 1 1 1 1
b=2- — =|2- — + + — -
n+2 n+3 n+l n+4) n+l n+4 n+2 n+3

1 |
“r (rz + 1)(n +2) - (r: +3)(n +4)
Subiectul 3.

b) Pentru cazul general procedam analog a=

k(k+1) pp+1)

sOB, =14243 4.+ p="—"—" 2p

2
k(k +1) P(P+1):>B?M:k(f(+l)+p(p+l)

2 2 ‘ 4 4

I) Dacid k <p=M e[OB,si OM =OB, —B, M = p(p+1) _k(k4+1)

plp+l)  k(k+1) PN

a) 04, =

b) 4,B,=

Dar OM =AM -04, =3-1=2=

:>(p—kIp+k+1)=8:>k=3,p=4 ............................................................... 2p
k(k+1)  p(p+1)

4 4
Dar OM =AM + 04, =4 = (k—p)p+k+1)=16 2k =8, p =T .ccvvieiiiiiaeii . 2p
3) k=P MU CONVING. ... ettt Ip

2) Dacd k>p =M €[04, si OM =04, — A, M =




CLASA a VIlI-a

Subiectul 1,

a)ax=abc+ 1,by=abc+1,cZ2=abC+ 1 oo 1p
ax+by+cz=3abc+3,ax+by+cz=1=abc=—§ .......................................................... 1p
ax=abc+1=:»ax=§,analogby=cz=% ............................................................................... 1p
=t ,=1 ,_1_ - -1 1
E_sa'y_Bb’Z_&: Xyz = —— VZ = T s p
)
Din patrat tdiiem doud benzi de latime 1, ramanand un patrat 8 <8 pe care-1 impar{im in 16 patrate de
QIMENSIUNT 232 ettt et e et e e e st e st e et e e s e e eas e e a e e eabeeaseaesseeaaeasnteesseeeaaeeaaeenseesaans 1p
S-au eliminat 17 patratele, deci suma numerelor din patratele ramase este cel mult 18+19+...+81=99- 32,
Suma numerelor din cele 16 patrate de dimensiuni 2X2 este cel mult 99- 32 .........cccoovvivvvecvneeen AP
99-32

Deci cel putin unul din patrate va avea suma numerelor cel mult e = 99-2=198 ..... 1p

Subiectul 2.
= Daca AC L BD atunci A AOD si A BOC sunt dreptunghice in O

OM, ON mediane = OM =251 ON = 22 A

MN linie mijlocie in trapez= MN = AB:CD ..................................................................................... 1p
T 1p
= Daca Poyy = 222 = OM + ON + MN = 2+ 2+ 222 = oM+ ON =22+ 2 1p
Daci m(840D) = m(3B0C) < 90" atunci ON > si OM > === OM + ON > =+ 2. 1p
Daca m($A0D) = m(£B0C) > 90" atunci ON < 5i OM < === OM + ON <=+ 2. 1p
Deci OM + ON = ="+ 22 = m(£40D) = M(FB0C) = 90" oocvvvmvmsmsononnsososcsics 1p
Subiectul 3.

Fie a=3k, b=2k, keZ.

Atunci 2a-3b=0€ A si aplicand propritatea (2) rezulta ca 3k€ A si 2k€ A pentru orice kEZ ... 3p
In particular 3€A.

Fie a=3k+3, b=2k+1, keZ.

Atunci 2a-3b=3 € A si aplicand proprietatea (2) rezulta ca 3k+3€ A s1 2k+1 €A pentru orice k€EZ ....3p

2ke A 2k+1€A pentru orice AEZ=Z CASI A C Z,deCi A= Z e ssssssnssssssssssssssssssssssens dp



CLASA a VIlI-a

Subiectul 1.

a) SA: ! + ! +..+ L Ip
V2 4125 Je+248 2n+24n’ -1
1 I 1 1
= + — + >t CRRRRCITERCLRRP Ip
WWa+1f JVa+v2) J(5+48) W1 +vn—1)
I 1 I I

:ﬁ+1+ﬁ+v§+\/§+\/§m+m ............................................ Ip
_\/§—I+ﬁ—«5+«f§—ﬁ +\/n+l—\/n—l_«/n+l+\/_—\/5—I

= = Ip
2 2 2 2 2
\m+l+\/§—\/§—l
N6
b)
S {\f V2 -1 Vil -2 -] \/;4-\/_—1 VAl -1 5 nsl-1<2
2 JE

n+1<3=n+l<9=n<8,dar neN,n=2=ne {2,3,...,7} ................................ 2p

Subiectul 2.

a) Presupunem a,heN,a>b si Ja ++b eN. Putem rafionaliza si obtine _a=b_ eN,
de unde Ja —+/b €N

DeunderezultacaZ\/EeN:>\/EEQ:>\/_——mneN(m n) l=a-n’ =m?
=n |m :>n‘m:>r1:1 :\/E—HEN

Se analizeaza si cazul a=b
b) Observam c¢a n =0nu convine.

Pentru 7 e N* deducem ci +2009 + 1, /2009 —n e N.
Notim atunci 2009 +7n=k",2009 —n=p° k,peNk>p =k’ +p° =4018..1p

Cum ?‘401 8 examinam resturile posibile ale impartirii lui £ si p la 7. Un patrat perfect poate
da resturile 0, 1, 2 sau 4 la impdrtirea cu 7, deci, pentru ca 7‘!{2 +p’ trebuie 7k si 7|p......Ip
Atunci k =7a,p =7h,a,b € N,a >b siobfinem a’ +b> =82

..................................... Ip
Singura variantaeste ¢ =96 =1=k =63,p =7 =1 =1960....cccccccerivrrrrvrrrrerrrrrrrrerr. 1Ip
Subiectul 3.
2 2 2
a) In AABC avem AG nga si m’ =2(b +Z ) e Ip
2p? +c2)—a?
= AG? = b +; )-a N I

2 2 2 2
Aplicand T. Pitagora in AAGA’ obtinem GA'> = AA"* + AG”* =[a\/§] +2(b re ) a _

3 9
2(b2 +c? +a2)
............................ Ip
9
2 2 2
Analog GB"” =GC'" = 2(b +; ta ) ....................................................................... Ip
Deci [GA'|Z[GB']Z[GC ] oo, 1p

b) Din [GA’]E [GB’]E [GC'] si O' centrul cercului circumscris triunghiului 4’B'C’
=5 GO L (A'B'C") e 2p



