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ENUNTURI

Clasa a V-a

1. a) Determinati cel mai mic numdr natural care incepe cu 2015, se termind cu 2015 si
are suma cifrelor 2015.

b) De céte ori se foloseste cifra 7 in scrierea tuturor numerelor naturale mai mici ca
2015°?

2. Demonstrati cd, oricare ar fi numaml natural p impar si nedivizibil cu 3, existd un

numir natural 7 astfel incat p® =24m +1.

3. Ardtati cd numérul a=44...4 5 +11...1-10™" este patrat perfect.
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Clasa a VI-a

1. Se considerd unghiurile distincte <t4OB $i <COD, cu interioarele nedisjuncte, ambele

avand misurile de 60 . Determinai misura unghiului format de bisectoarele unghiurilor
xAOC $1 <BOD .

19del

2. Se considerémul!:jmeaAz{l, 11, 111, ... ,11..11}.
e —

a) Aratati cd multimea 4 nu se poate scrie ca reuniunea a doud mulfimi disjuncte avand
aceeasgi suma a elementelor.
b) Demonstrati cd multimea 4 nu contine multipli de 121.
¢) Aratafi cd multimea 4 nu se poate scrie ca reuniunea a dond mulfimi disjuncte avand
acelagi produs al elementelor.
Catalin Ciupald

3. a) Se considerd numarul natural » >3 §i numarul k €{1,2,...,n—1} . Ardtati ca fractia L2
H

n—k este ireductibila.

este ireductibild dacd si numai daca fractia
A

2 2014 |
201572015 7 2015

b) Determinati suma fractiilor ireductibile din multimea {



Clasa a VII-a

1. Determinati fractiile ireductibile % care se scriu sub formd zecimald ca fractii periodice,

cu zecimala de pe pozifia b egald cu b.
Gabriel Popa

2. Fie ABCD un dreptunghi iar Af si ¥ mijloacele laturilor BC respectiv AD. Dacd P
este un punct pe semidreapta (CD care nu aparfine segmentului [CD] s1 O este intersectia
dintre PN s1 AC, demonstrati cd MN este bisectoarea unghiului <QMP.

3. Determinati numerele prime p §i ¢ cu proprietateacd p’+4=201g" +p.
Titu Zvonaru

Clasa a VIII-a

1. Se considerd segmentele 04, OB si OC, doud cite doud perpendiculare. Notam cu M gi

cu N proiectiile punctului O pe dreptele A8 respectiv BC. Ardtati cd unghiurile XOA4AN $i
<XOCAM sunt congruente dacd i numai dacd segmentele 4B gi BC sunt congruente.

Gabriel Popa
2. Se considerd multimile
A :{? abe (0,1)} si B= {%| ab e(O,l)\Q}.
a) Ardtati cd A = (0, +cc).
b) Demonstrati ca cele doud multimi sunt egale.
Gabriel Popa

3. Cinci numere reale pozitive au proprietatea cd, dacd din suma oricdror trei se scade suma
celor doud rdmase, diferenta obtinutd este pozitivd. Demonstrati cd produsul tuturor celor
zece astfel de diferente nu este mai mare decét patratul produsului celor cinci numere
initiale.



SOLUTII ClasaaV-a

1. a) Numrul ciutat este 2015199...92015.
iided

b) Cifra 7 se foloseste de 100 + 100 + 100 (ca cifrd a unitdtilor, ca cifrd a zecilor
respectiv ca cifid a sutelor), deci de 300 ori in numerele mai mici ca 1000. In numerele de

forma labc, cifra 7 se foloseste tot de 300 ori. In total, cifra 7 se foloseste de 300 + 300 + 1
=601 orl.

2. Deoarece p este numdr impar §i nedivizibil cu 3, rezultd cd p =6k +1 sau p =6k +5,

2
p —

k € N. Trebuie sd ardtdim cd numdrul m= este natural. Dacd p =6k+1, atunci

m_36k2+12k+1—1:k(3k+1) 36k% +60k +25-1

eN. Dacd p=6k+5, atunci m=

24 2 24
k(3k+5)+2
=——F—¢€
2
3. Avem: « =[44...4 +1)~44...45+11...1—102015 = 44..4-44..45+44..45+11...1-10""°=
201 50w 2014 ori 20150ri 0150w 2014 ori 2040w 201 50w

=44...4(44...4+1]+55...56 10" =44 4% 1444 +55.56-10"= 444" +100..0—
et

—— —— —— —_— [ey— e — ——
201 50 20150ri 2014 ovi 201 50ri 20150¢ 204 ori 20 5ari 201 5ari

~10™"° =44..47, deci a este patrat perfect.
2015 o1

Clasa a VI-a

1. Notam cu (OM bisectoarea unghiului <AOC i cu (ON bisectoarea unghiului <BOD .
Existd doud situatii fundamental disticte:

o Celnt(<x40B), Aclnt(XCOD), A,Celnt(«xBOD); atunci m(<BON)=
1
2
(OM i (ON coincid. Rezultd cd m(<cMON)=0".

o Celnt(<xAOB), Belnt(«xCOD), B,C e Int(<4OD); atunci  m(<MON) =

|

Em({BOD) = (120'D —m({AOC)) =60" —m(LAOM ) = m(XBOM ), deci semidreptele

(<BON )+m(<BOC)+m(<COM )= %m(<):BOD)+m(<):BOC) +%m(<ICOA) =

S Rl

(m(xA0D)+m(xBOC))= %(m(mo,ep m(«DOC)) =60".

2. a) Daci scrierea ar fi posibild, suma tuturor elementelor din 4 ar trebui si fie numir par,
contradictie.
b) Observam cd 11.11:11 <1 -1+1-1+... :11 < » numdr par. Pentru » = 2k, avem ca
ndel ndfrede]

11.11=11-1010..01, deci 11..11:121 dacd si numai dacd k:11. In cazul nostru,
(S —

- — " /
ndel 2k 1 cifre ndel
k.. =9 <11, contradictie.

¢) Presupunem cé ar exista doud submultimi X gi ¥ cu proprietatile din emunt. Tinand
cont de punctul b), numérul multiplilor de 11 din X va fi egal cu numirul multiplilor de 11
din Y, ceea ce este imposibil: in multimea 4 sunt 9 numere divizibile cu 11.

3.a)Se aratd cd (n—k,n)=(k, n). de unde cerinta.

b) Observam ca fractiile ireductibile i i n—k sunt distincte. Notdm cu § suma ceruts;
R A
atunci 25 =1+1+...+1, unde p este num#Arml mimerelor mai mici ca 2015, prime cu 2015.

pooftedel

Avem ci p = ¢(2015) = 2015[1 —%)(1—%)(1 —%) =1440, deci § =720.



Clasa a VII-a

1. Este suficient sd determindm fractiile subunitare ireductibile &

, solutia generald a

problemei fiind % ;nb, cu neN. Cum b este cifrd gi % este numdr zecimal periodic,

rezulti cd be {3, 6,7,9}. Dacd b=3, atunci q 6{1,2}; singura solutie convenabila este

1 . . . .
%:5:0,3333... . Dacd b=6, atunci a, €{1,5}; singura solutie convenabild este
ﬁ:é:(),1666666... .Daca b=7, atunci g, €{1,2,3,4,5,6}; singura solutie convenabila
este %:%:0,7142857142857... - Daca »=9, atunci q, €{1,2,4,5,7,8} si nu obtinem
noi soluﬁi.ﬁconcluzie, 4. 3n+1,6n+1,7n+5| neN:t.

b 3 6 7
2. Prelungim MQ pind intersecteazi AB in R. Aplicim teorema lui Menelaus in
triunghiurile ADC gi ABC g obtinem E:&:Q. Atunci triunghiurile RBM gi
RB CQ PC

PCM sunt congruente (C.C). gi, astfel, obtinem cd <WVAMQO = <BRM = IMPC = I<PMN .

3.Dacd p=2, atunci 201¢° —g—2 =0 si mu avem solutii. Daci g =2, p’ — p—-802=0 si
iardgi nu avem solutii. Rezultd ci p gi 4 sunt impare.
Relatia datd se poate scrie sub forma (p—g)(p+g—1)=200¢". Cum p—g nu este

multiplu de g, rezultd c¢d p =kq+1, prin urmare (p—gq)(k+1)=200g . Acum, k =1g-1,
deci p=tq’' —g+1 si avem ci (rqﬁ —2g+1)-r: 200. Numadrul ¢ nu poate fi par, pentru cd
ar rezulta ci p =1g" —g+1 este par, contradictie. Ramane ca € {1,3,25} . Studiind fiecare
caz in parte, gdsim unica solutie g =3, p=43.
Clasa a VIII-a

1. Cum OA L (OBC), rezultd cd OA L BC. Insa ON L BC, prin urmare BC L (OAN).
Analog se aratd cd AB | (OCM). Fie {H|=AN NCM; atunci OH =(OAN ) (OCM )
gi, din cele de mai sus, rezultd cd BC | OH si AB 1L OH , deci OH 1 (ABC).

in triunghiul ABC, AN §i CM sunt inaltimi. Se obtine ugor ¢ BA = BC dacd gi numai daci
AN =CAM . Unghiurile <OAN §1 <OCAM sunt congruente dacd gi numai dacd O4 = OC

(via triunghiurile dreptunghice HOA i HOC), fapt care se petrece dacd gi numai daci
AN =CM (viatriunghiurile dreptunghice OAN si OCM).

2. a) Este evident cd 4 c (0,+). Pentru a demonstra incluziunea inversd, fie x € (0,+x);
X

81 b=
n+2 n+2

b) Este evident cd B — A . Pentru incluziunea inversd, fie x €(0,40)=4, m :[x\/EJ si

%2 V2

dacd n =[x], numerele a= apartin intervalului (0,1) si x:%.

a= , b= . Daca x\EeR\Q, atunci x:EeB. Daca x\/Ee@, atunci
m+2 m+2 b
X 66R\Q§i,pentmp=[x\/g},azx\/g,b: 6 avemeci y=—cB.
p+2 p+2 b

3.Fie a, a,. @, a,, a; numerele date. Observam ci

(@ +a, +as—a,-a,)(a +a, +a,—a,-a;)=a] —(a,+a; -a,-a,) <a.

Grupand convenabil cate doud celelalte opt diferente, scriem inca patru inegalitdti similare
cu cea precedentd. Prin inmultirea acestora, rezultd cerinta problemei.



