CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA "PITAGORA”
SUBIECTE SI BAREME - CLASA a V-a

4 aprilie 2015
1. Se considerd numerele :a = (2-2“j % G g gt A0 19)-(3”" +2-3" +2007° ): (3'”“ +1),
b =(2007 +2:2007 +3-2007 +....+ 2006 - 2007 ):1003 si
c=4"+2"2 42 peN.
Aratati cd cele trei numere sunt patrate perfecte.
Solutie:
a = (2100 4 3% — 2100 L 19) . (31094 1): (3199 4 1) = 100 = T02......cocevmmvavesssussiimsensoss 3p
b = 2007 22252907, 1003 = 20072........ccoseeeeecreeereeeerereereeesssserissssessessesessssessesssssnsesssssmssssoses 2p
& = 471 84 16) 84528 = APl uesanasssaaisasiimaisisasa )
2. a) Aflati numerele naturale de trei cifre care se maresc de 9 ori dacd li se adaugid o cifrd in
fata.
b) Suma a 63 de numere naturale distincte este egala cu 2015 aflati produsul celor mai mici 10
numere dintre cele 63 de numere.
Solutie: -
a) Fie abc numarul cerut .
dabc=9-m=b1[}00d_=8-m¢:> D258 = D sisisssinisvnsmssssassissssssssmmss s o 2p
Atunci d € {1,2,...,7} si abc € {125,250,375,500,625,750,875}...ccccciniiniinnninnnninns Ip

b) Dacd sunt toate numerele nenule, atunci suma celor 63 de numere este cel pufin

3.

Solutie:

Solufie:

(63-64):2=2016 FalS....ueiviiieiieriineeae et ss e s st e eraea g essen e 2p
Deci, cel mai mic numir este 0 gi produsul cerut este 0.........c..cciiivisiniassissssessisssassissassisesic 2P

be) b, :
Demonstrati ca: 0,03 < (_c) EI)+C (ab) <0,(03), unde a #b=c=0.
abce bea cab
Este suficient sd demonstrim cé fiecare fracfie este cuprinsa intre ms: e 2p
a(bc) 1_Ta L.I—i
Avem cd bc S s I S99 TR T gg e Ip
iar pentru ca E < a:bc) it it G abe < 100 @, TDC) wsinssossavsssosssmssisinssisssasssasiss Ip

adici 99 - abc < 100 - (abc — a) = 100 - abc — 100a , ceea ce inseamnd ca 100 - a < abc,
Propozitie AdEVATALA.........cccorveerieerirceiereceteerisnseisssessessssssessesmessasassassasssessesssssnssassassserasssnsas 2
PARRIREARE ovuvinunsmmvnninissd e s oo oow s SO AN oW I AV v i U AN T S Ip

‘Mai multi elevi, fete si biieti, sunt asezati pe un singur rand, in ordinea descrescitoare a

indltimii. Intre oricare doi baieli consecutivi sunt asezate cate trei fete, iar orice grup de trei
fete consecutive este incadrat de céte doi baiefi. Daca cel mai inalt elev din grup este bdiat, iar
numirul de fete este cu 50 mai mare decét cel al biietilor, determinati numarul total al
elevilor.

Daci b este numirul baéietilor §i f numdrul fetelor, atunci =3-(b- 1)+n, unde n € {0,1,2}
reprezinti numarul de fete neincadrate de baieti .............. retererereaereesnesssens 2P

f-b=50. Obtinem ecuatia 3(b-1)+n-b=50, adica 2b=53-n, unde n E {0 1 2} ............................. 2p
Ecuatia are solufii pentru =1, b=26,f=76 .......ccioeicmciieeie e 2p

PIANZATE TODICIOVE .. .ccouisiiivivsiviiesvovsvmiyiissis s s iisss s e o s e s s e v s v Ip



i

Solufie:
50 20
:-i-@'x 6}7+1E-- +1EZ Ip
A
LR e S L R ———. |
2 = 120; % = 1002 = 125 i.vunanainimnsamsimianuessanasniimiaainiia 1D
2. Determinati numerele naturale x, y, z astfel incit numerele x", y" si 2 si fie direct
proportionale cu numerele 32, 18 si respectiv 27, iar x*-y*-z* =2'°.3°,
Solutie:
Ll Sl
z_i = 2.322 T g e b s s e s 1])
:—5=-J_’—2=>x“ P=pd. Y= p=2q, y=3 2p
il 29 u gl -
i‘fz _},323 zgr 324-‘1::: 3223 z 33_336 .............. 2 .......................................................... Ip
"'4.'_5:;3_2:;"’ 75 =2_32= > S S 0% v raarnessaensanesaossrensyessassassanznssesaanaassany Ip
x3y422 = 216,36 P 23 ,36_03 'b4'C2 - 216,36
G102 = 213 @ = 0 2, B e eeasesonsonssassrsasesssessnsnsnont oo msesasnssgonssossmar assapanasensseses Ip
& =y N L YRR e s T ST RS SERR A B Ip
3. Pe semidreapta inchisd [A;X se iau punctele Ay, Az, Ay, ...., Asois, Azois, In aceastd
ordine, astfel incit AjA; = A2A3 = AsAs = .... = AyisAxis=d,unde d<2cmgsid=
4mm.
a) Calculati in metri cea mai micid §i cea mai mare valoare a lungimii segmentului
[A1A2016].
b) Dacd d = 0,2(6) cm, aflati lungimea segmentului [A4sAzo] §i precizati numdrul
segmentelor [AjA;], 1 <i<j <2010, care sunt congruente cu segmental [ A425A2000].
Solutie:
a) L=2015d, Lyin=8060mm=8,06m, iar l,,;,=4030cm=40,30m........cccecurrerverrerurrurrarane 3p
b} Avem ci A425A2000 = O,Z(G)Cm . (2000 - 425) = B 20O iiivssimmmmasmnseasisessisicisivivie lp
Toate segmentele [AjA;], 1<i<j <2010,cuj—i= 2000 — 425 = 1575, sunt
congruente cu segmentul [A4,5A5000],
iar numérul lor este 2010-1575-17434.....cc.cciicmiciiniiinrsinsacnssesssnessssessssnsseassssssiassassssans 3p
4. Fie triunghiul ABC cu AB<AC. Fie D mijlocul lui (BC). Perpendiculara din D pe
bisectoarea unghiului «BAC intersacteaza dreptele AB si AC in punctele E si respectiv F.
Paralela prin C la dreapta AB intersecteazi dreapta EF in punctul P. Demonstrafi cé:
a) [AE]=[AF]; b)[CF] = [CP]; ¢)ABED=ACPD.
Solutie:
Fie EFNAN={M}
a) AAMES AAMEF(C.U.)=AESAF ...ttt snest s saesesse sssnessassesses sesssssssnasasssssnsns 2p
b) ZAEF= 4CPF (alterne interne), 4 AEF= 4AFE, 4AFE= 4CFP
T BCPEFS ZCFP....iiiiistinieieesionisessesss s eaesessssasssasssssesaessasasssssasssssassesesnssssensssnesassssnasssssases 1p
ACPE izoscel =9 CFECP..cnuimmiiniiinn i imsiis s i i Ip
c) [BD]=[DC], 4EDB= £PDC (opuse la varf), ZEBD= ZPCD (alterne interne)..........cueeus 2p
Dieci BEREACPDUMLE L) o sitiiommmshiimsssnmis sy i i st sl s s iy 1p

CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA "PITAGORA”
SUBIECTE SI BAREME - CLASA a VI-a
4aprilie 2015

Suma a trei numere naturale este 345. Daca se mareste primul numir cu 25% din el, al
doilea cu 50% din el si al treilea cu 20% din el. obtin numere egale. Calculati numerele.




CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA "PITAGORA”
SUBIECTE SI BAREME - CLASA a VII-a
4aprilie 2015

1. a)Sa semzolveecuaﬁa2{2‘+6)—J(1+;)(1 +£—)(1+ (1+T3; = 2015.

b) Fie A=444....4, cu 2014 cifre si B = 888...8 cu 1007 cifre. Arétati c& numarul  A—B este rational.

Solutie:
W)_49 1638 W5 _ 2
a) Fie P = (z-;- H(2+5)(1+3) S )=t e e 2025 =45 2p
Atunci ecuatia este echivalentd cu 25** + 10 — 45 = 2013, adici 27! = 2048 si prin urmare
2+ = M daunde 1+ 1 = 11, G601 2= 10..cciissssssisismmmsmnmsssinssensospmmnsassonasasensorsonssmsansssrissssnsnonss 2p
b) [444...4-888...8 = \,4-11 l...1-8-111...1 = \/:(1 11..1:10%" & 11 1...1]—8--111....1 we 1P
Nl | | Nyl Semmgigrennid Vgt ] P g— oy, YR . sl
2014cifre 1007 cifre 2014cifre 1007 cifre 1007 cifre 1007 cifre 1007 cifre
Notam x-]ll .1, se obtine:
IOOTcz}‘?e
JAG10™ 4 x) - 8x = ax-10 +4x—8x = 4x-10™7 —dx = 4x(10° -1) =
J4x-999...9 - A x911.1=v49-x-x=23-x=666..6eN e %
Ny o ikl | Nt
1007 cifre 1007 cifre 1007

2.a) Fie expresia A(x,y)= Vx? —6x+13 +Jy“ +8y+17, unde x, yeR.
Determinati valoarea minimé a expresiei A(x,y).
b) Determinati numerele intregi a, b,'c, stiind c& a” <b+c, b* <a+c §i ¢’ <a+b.

Solutie:

a) Axy) J(x -3)? +4+J(y+4) +1,. R i s S A S S ST RN s SO
(x-3)? 2 0, oricare ar fi xeR; (x+4)° >0 oncarea.rﬁyeR .................................................. 1p
:>valoarea minima a expresiei A(x,y) 21 = 3 meramrnisaniiies TS PR OSNTN |

b) Din a’ <b+c, b* <a+c §i ¢* <a+b; prin adunare, obtlnem a +b2+c <2a+2b+2c &
o @-2a+ )+ B -2b+ 1) +(-2c+1)<3 e @-17+(b-1) s 1) €3 1p
Notim |a-1| =m eN; |b-1| =neN; Jc-ll-keN Sm’ + 07+ K <3 1p

Dacid m=>2 sau n>2 sauk > 2, atunci m” +n’ + k* > 4, prin urmare nu avem solutii.
Deci me {0;1},ne {0;1},k € {0; 1}.

Dacim=n=0gik=1=a=b =1 sic=0sauc=2;
Dacim=k=0sin=1=a=c¢ =1 sib=0saub=2;
Dacin=k=0sim=1=b=c =1 sia=0saua=2;

b=0saub=2

Dacim =0si n=k=1=a =l
e 3 a sl{c:—(}sa.ut: 2

Dacin =0gi m=k=1=b =1 si {ﬂ=053ua=2;
c=0sauc=2
a=0saua=2
b=0saub=2"
a=0saua=2
DacEm =0 = K=1=5 4B =080UD =25 ucorreeeecreersesnesssemsssssssmrssssssssessesssssesssssesssssssssesss 2
c=0sauc=2

Dacik=0si m=n=1=c¢ =1 si{



*3. Fie ABCD un pitrat de centru O, E un punct pe semidreapta (AB — [AB], AFLCE, FeBC,
DFNAB={G}, BI L EF. Aritati ¢ punctele O, [, G sunt coliniare.

Solutie:

In AACE cu CBLAE, AF1CE si CBNAF={F} avem F ortocentru si deci EFLAC;

dar BDLAC si prin urmare EF || BD... .2p
Rezults m(<ABO)=m(<BEF)=45’, atunci ABEF este dreptunghlc isoscel sl cum m(<FBE)—90°

iar BI L EF avem BI inéltime,medians , deci I este mijlocul lui EF... 2P
in ABDG cu BD || EF, I mijlocul lui EF si OG mediani (0 fiind mJJlocul i BD) vezulth I se afli pe
mediana OG, deci punctele sunt coliniare.................. wsi AP
Obs.

1. Din AOBG~AIEG rezultd <BOG=<EIG, deci punctele O,I,G sunt coliniare.

2. Intr-un trapez BDFE, mijloacele bazelor (O, respectiv I) si punctul de intersectie G al laturilor

neparalele, sunt puncte coliniare.

Fig. ....2p

L

4. Fie trapezul ABCD (ABICD) in care: AB = 6a; CD =a, AC L BDsi m(*BAD)=60".
a) Aritati ci: AD°+ BC*=37a’.  b) Calculati aria si perimetrul trapezului.
Prof. loan Cimpean, Alba [ulia

a) Fie ACNBD={I}
AD* =DI* + AI*(T.P.)
BC*=CI* + BI*(T.P.)
AI* + BI* =36a*(T.P.)
CI’ +DI* =a*(T.P.)
b) Fie DFIAC, Fe AB si DE L AB; triunghiul BDF dreptunghic in si m(<DAB) 60°:>EE[AB]

Fie AD=2x, deci AE =x si DE=x+/3.

DF? =(a+x)* +(x3)*(T.P)
B? = (6a-x)? +(xv/3)2(T.P.)} = 8x* —10ax —12a* = 0 = 4x* - 5ax —6a* =0
DF* +DB* =BF*(T.P.)

}::»A.JD2 +BC? = AI* + BI” +CI* + DI’ (1)
= AD* + BC? = 372’
} = AI* + BI* +CI* + DI* =37a*(2)

= (x—-2a)4x+3a)=0=>x=2a saux= -:%amc convine,

Deci AD =4a, DE = 2a+/3, AE =2a.
Din a) =BC? =373’ - 16a> = BC =2a.
Se obtine aria trapezului = 78’3 si
perimetrul trapezului = 1la+av?21

g <



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA "PITAGORA”
SUBIECTE SI BAREME - CLASA a VIII-a

4 aprilie 2015
2015 , 2015 , 2015 y+1 242
. a) Dacﬁ ok + = 2014, calcuia‘;: — + S ko
y+2 z+3 z+3
b) Rezolva;i in Z ecuatia : \/.r‘ ~20++45-x" = ‘2.\‘ +5].
1 2014
{ s Hiets it PP 1
Solutie a) + y+2 + z+3 2015 P
x +y+1 z+2 _ x+1 1, y¥2 1 7243 1 _ 2014 _ 4031 2
x+1 z+3  x+1  x+1  y+2 y+2  z43 243 2015 2015 "t eP

b) Din conditii obtinem x* —20 > 0; 45 -x*>0=

x> 220 x€ (-—oo,—\/ﬁ] u [\/2_0;00)
- —\45; —v 20 20;445].......1
{ Bt T x € [/45: V2] v [V20: Vas]....1p

CUM X EZ =2 X € {6, =5,5,0]. et eiee et e etaeeseecaaesase st sassesas seasssasseessessseesssaataeasssssnessnes Ip
Daca x=-6, obtinem 4+3=|—12 + 5| & 7 = 7, adevirat. Dacix = —5 = 3v5 = |-5| = 3V/5 =5,
imposibil. Dacd x=5= 3+/5 = 15, imposibil.Daci x = 6 = 7 = 17, imposibil.........cccccvrves. Ip
Deci x=-6este Unica SOIULIC....... ..ot st e s saaesas e serasne 1p

‘2. Reprezentati grafic functia f:R— R , f(x)=ax+Db, pentruoricexe R,unde a, beQ,

stiind ca (bv2 — V3 — (av3 +v2) =26 +5.

Solutie: 267 —25\6+3-3a% —2aV6 =2 =26 45 oot Ip
267 =3a% =6~ 2V6(A+B+1)= 0 cooerer e sssssssssssssssenss LD
I =-b-1 =2
W 3ar—0=0 . |9 2 a{“ = Pl S 3p
a+b+1=0 (b+3)° =0 b=-3
Repiezentiien Brafion.. omsusisomssimmisminibisbemsisoims oo eme s 2p

3. Fie ABCA’B’C’ o prisma regulata dreapta in care latura bazei AB= 2a, gi indltimea AA’= 3a. Stiind ca
D este mijlocul lui [BC] si M €(CC’) astfel incdt masura unghiului format de dreapta A’M cu planul
(ABC) este de 45", Se cere:

a) misura unghiului format de planele (A’BC) si (ABC);
b) calculatu distanta de la punctul A la planul (A’MD)
Prof. Ioan Cimpean, Alba Iulia

SOTUPIRT TABTINA. ... e csossinsns s msnssssisisn s 4 A 8 S A S S A B S A B lp
a) m((ABC), (A’BC)) = m(ziA'DA) ................................................................... ol e Ip
AD = a3, tg(#4'DA) = — = V3, m(4A'DA) = 60° .
Asadar m((ABC), (A’BC)) 6{] ............................................................................................ Ip

b) Fie A’'M n (ABC) = {E},E € AC si AA'AE dreptunghic isoscel (A'A=AE)
Asadar CE = a,ACDE isoscel (CD=CE=a), m(4DCE) = 120°, deci m(4AED) = 60°
Fie DE N AB = {F},AAEFdr.inF = EF 1 AB, AF = ‘—‘_‘_5 = 3?“ Obs. (A'MD)=(A'FE) ........ 2p

A'F L FE (cf. T31).

FieAH L. A'F, H € A'F,deci d(A, (AEF)) = AH (of. R2 T3.L)..sicnciiscnicvivasississsvisl])
3av" AtAAF _ 3a~f‘

A'F? = A'A%* + AF? (TP); A'F = L e — 1p
Alta solutie 2b): Din scrierea volumulul tetraedrului A' MAD in doud moduri se obtine
3aV5

d(A, (A'EF)) = T



4. in piramida patrulatera regulati SABCD fie AM, respectiv DN bisectoarele unghiurilor SAB,
respectiv SDC (MeSB, NeSC); fie Gy, respectiv G, centrele de greutate ale triunghiurilor SAB,
respectiv SDC. Arétati ¢ punctele M, N, Gy, G, sunt coplanare

prof. Mitea Mariana, Cugir

Solutie:
. : SA _ SM . SD _ SN
Conform T. Bisectoarei avem = ey TESPECiV o =

(pentru cele doui bisectoare AM si DN). Dar SA=SD (ca
muchii laterale) si AB=DC ( ca muchii ale bazei), iar atunci

obtinem egalitatea % = % si conform reciprocei T. Thales

rezulti ci MN || BC. (1)

Fie P mijlocul lui AB si Q mijlocul lui DC; dacad G, este

centrul de greutate al ASAB avem % = % , iar dacd G; este
L

centrul de greutate al ASDC avem % = % , de unde rezulta
2

s6 _ S6 inrocei
P o conform reciprocei T. Thales rezulté cd

GiG2[PQ. (2)

in AABC avem P mijlocul lui AB si O mijlocul lui AC, atunci

PO este linie mijlocie si deci PO || BC; analog in ADBC avem

Q mijlocul lui DC si O mijlocul lui DB, atunci QO este linie

mijlocie si deci QO || BC; rezulti conform axiomei paralelelor

ci punctele P, O, Q sunt coliniare si prin urmare PQ || BC (3).

Din (2) si (3) rezultid G,G; || BC si cum MN || BC (1) obtinem

G1G; | MN, ceea ce dovedeste c& punctele M, N, Gy, G; sunt

COBMMRTS .iionirmimssduainslim i3

b) In ASAC ducem NE[|SO (E€AC), insa SOL(ABC), iar

atunci rezulti NEL(ABC), de unde NELAC, NE1BE.

Aplicand T. Pitagora obtinem:

NA? + NC? = (AE? + NE?) + (EC? + NE?) =

= (A0 + OE)?* + NE? + (CO — OE)* + NE? =

= (A0 + OE)* + 2 -NE? + (A0 — OE)? =

= A0%* +2-A0-0E + OE? + 2+ NE* + A0* - 2 A0 - OE
+ OE?

=2+(A0? + OE?) +2-NE? = 2-(B0? + OE?) + 2- NE?

=2:BE%*+2-NE? =2 (BE*+ NE?*) =2-NB? ;

2 2 3
deci NB? = % > +/NAZ-NCZ? = NA - NC conform
inegalitifii mediilor...........covieiiiie i 3p



