CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

CLASA aV-a

1. Existd numere abcd, cu proprietatea ca abed + bed +cd+d = 20142
Constaniin Apostol, profesor, Rm. Sarat

2. 54 se demonstreze cd numarul 4 = abbabb...abb nu poate fi patrat perfect.
%},—/

2016 cifre

Simona Sioebodeant, profesor, Briila

3. 9 numere naturale, fiecare cu cel mult doud cifre, termeni consecutivi ai sirului
4,9,14, 19,24, ...
au suma egald cu un cub perfect. Asezind arbitrar aceste numere intr-un patrat cu 3 limii si 3

coloane se poate obfine o linie sau o coloand cu produsul elementelor un patrat perfect?

Justificati raspunsul. Gabriel Daniilescu, profesor, Briila

CLASA a VI-a

1. Determinati nutnerele a, b, ¢, d, e, stiind ¢a sunt masurile unghiurilor din jurul unui
punct si sunt indeplinmte conditiile :
e numerele 0,75-a; 0,6-b; 0,(3)-c sunt direct proportionale cu numerele 3; 3 §i 2;
e numerele 0,8(3)-c; 0,(5)-d; 0,2(7)-e sunt invers proportionale cu numerele 2; 2 si 3.

Constantin Apostel, prafesor, Rm. Sdarat

2. Daca unmui numar natural nemul A 1i efectuam urmatoarele transforman:

o fiecare cifrd mai micd decét 5 (daca existd) creste cu 1,
e fiecare cifra cel putin egald cu 5 (daca existd) descreste cu 1,
obtinem numadrul natural B si spunem astfel ca A este prieten al lui B.

a) Determinati numarul priefeniforlui 2014 . Justificati raspunsul dat.

b) Aratati ca numarul priefenilor numarului 456456..456 este patrat perfect.
%r—/
de 1007 on 456

Marius Damian, profesor, Braila
3. Se dau multimile:

A={peN |pprim, p°+6° =945} 5i B={(n p)eNxN | pprim, p°+6" =6n+945|.

Sa se demonstreze egalitatea: Card 4 =Card B.
Gabriel Daniilescu, profesor, Brdila



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA

“VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXII-a, Braila, 17.05.2014

CLASA a VlIl-a
1. Fie expresia £(a,b)= 2ats + 3h+l .
a+4 2043
a) 34 se arate ca Q—L: 2a+5_
a+4  a+4

b) Sa se determine a,b numere intregi astfel incat £ (a,b)=2.

¢) Daci a,b sunt numere naturale, si se determine elementele multimi

M= {E(a,b) ‘ E(a,b)e N}.

Enache Patrascu, profesor, Focsani

2. Se consider trapezul isoscel ABCD cu AB||CD, AB>CD si fie punctele £ e (BC),

F e(AD) astfel incit BE = DF. Notam cu M mijlocul segmentului [EF] si cu £ punctul de

intersectie a dreptelor CAS si AB. Demonstrati cd CF || £P.

Marius Damian, prefesor, Briila

3. 16 numere naturale congecutive, de cite doud cifre, au suma egald cu un cub

perfect. Asezéind arbitrar aceste numere intr-un patrat cu 4 limii s1 4 coloane, se poate obtine o

linie san o coloand cu produsul elementelor un patrat perfect? Justificat raspunsul!

Gabriel Daniilescu, profesor, Braila

CLASA A VIII-A

1. In piramida triunghiulard regulati PABCcu muchia bazeiAB=a notimAf cu mijlocul
muchiei [CV'|. Daca m(£MBC) =30", aflati distanta de la 4 la dreapta BA .

Gazela matematicd

2. Aflag x st y numere Intregi care verifici relafia xy :3<‘ [x% +y° _1) _

Carmen si Viorel Botea, Briila

3. Fie a,a,,...,a, numere reale strict pozitive,# > 2 Demonstrag ca:

na, +4 na, +4

w(a,+a; +..ta,) 7 (a+a+..+a,)

na, +4 a+a; ta; +..+a, +4

W (@ +ay+.4a,,) (n-1)(a+a+a+..+a,)

+...+

Carmen si Vierel Botea, Braila



SOLUTH, CLASA AV-A
1. Solutie. Adunind unitatile, adica, d+d+d+d, trebuie sa obtinem un numar care se
termind cu 4.
Avem urmdtoarele cazuri :

I) d =1, adunénd zecile, adica, c+c +c, trebuie sa obtinem un numar care se termina cu 1.
Rezultd cd ¢ =7 avem suma zecilor egald cu 21, adicd doua sute plus o zece ; adunind
sutele, adica, b+b +2, trebuie 83 obtinem un numar care se termina cu 0 .

Rezulti ca avem cazurile :
a) b=4; astfel vom avea 4 +4+2 =10, deci, scriem 0 si vom avea a+1=2, deci

a =1. Astfel, am obtinut numarul 1471 .
b) b=9 ; astfel vom avea 9+9+2 =20, deci, scriem 0 §i vom avea a+2 =2, deci

a =0. Acest caz nu poate avea loc .

II) d=6; avem, deci, 6 +6 +6+6=24; scriem 4 si adunam zecile: c+c+c+2, care
tebuie 84 dea un numar care s3 se termine cu 1, deci, ¢ =3 giavem 3+3+3+2=11. Scriem
1 si adunim sutele : b+b+1, care trebuie 88 dea un mumdr care 34 se termine cu 0 . Acest

caz nu poate avealoc .
In concluzie, precizam ca existd numarul 1471, pentru care avem:
1471+471+71+1=2014.

2. Solutie. Se poate scrie
A= abb-(102m3 +10%% 4 +10° +10° +10° +1):

:ﬁ-[102”10(103+1)+102m4 (10° +1)+...+10° (10" +1)+ (10’ +1)]:
:ﬁ-(IOB +1)-(10EDID +10™ 4+ +10° +1):ﬁ-7-11.13.(102“1“ +10"™ 4 +10° +1).
Tinand cont ¢4 10% E(lOﬁ)k =1" =1(mod11), obtinem
107 +10%" +..+10° +1=1+1+...+1+1=336 =6 (mod11).

de 336 deori 1
Cum abb=100a+11b=a+99a+11b =a(modl1)= abb nedivizibil cu 11,

deoarece a =+ 0.
Am dedus astfel ca numarul 4 este divizibil cu 11, dar nu este divizibil cu 11°, ceea
ce spune ca nu poate fi patrat perfect.
3. Solutie. Notdm primul numar cu 5k-1, %4 >1= ultimul numar este 5k +39,
(5k —1+5k +39)-9

2

Avem 1<k<12<5<5k<60< 24 <5k+19<79 <216 <(5k+19)-9<711 i
fiind un cub perfect, (5k+19)-9e{63,73,83}.

Doar 6° este divizibil cu 9:>(5k+19)-9=63:>5k+19:24:k=1 si cele 9

numere sunt 4 =2°, 9=3*, 14=2.7, 19 =nr. prim, 24=2".3, 29 =nr. prim, 34 =2.17,

39=3.13, 44 =2".11.

Presupunem prin reducere la absurd cd existd o linie (demonstratie analoaga pentru
coloand) cu produsul P al elementelor egal cu un patrat perfect si notdm cu L multimea
formatd din cele 3 numere de pe acea linie.

Daci 14 € L = P divizibil cu 7 §i P nedivizibil cu 7°.

Dacid 19 € L = P divizibil cu 19 si P nedivizibil cu 19
Daci 29 € L = P divizibil cu 29 si P nedivizibil cu 29°.
Daci 34 ¢ L = P divizibil cu 17 i P nedivizibil cu 17°.
Daci 39 € L = P divizibil cu 13 §i P nedivizibil cu 13%.
Daci 44 € L = P divizibil cu 11 &i P nedivizibil cu 11°,

in cele 6 cazuri P mu este pitrat perfect, deci raman doar 3 numere care se pot aflain
multimea Z, adicd L ={4,9, 24} = P=2".3".2".3=2".3" care m este pétrat perfect.

Deci nu existd niciun caz in care P sa fie patrat perfect.

5k+39<99 =5k <60 =k <12. Sumaloreste S = =(5k+19)-9.

A



SOLUTH, CLASA A VI-A

1. Solutie. Din prima conditie rezulta:
0,75a 0,6b 0,(3)c - 75a 6b 3¢

a b ¢
L T Ty
3 3 2 300 30 18 4 5 6
Din a doua condifie rezulta :
2:0,83)c=2-0,(5d =3.0,2(Te < Q'E:ZE:}%—E = S _10d_ e (2).
90 9 90 3 9 6
fnmultind egalitatile (2) cu . obfinem : ~=S=° ()
tind egalitatile (2) cu - obfinem : —=7"=17 :

a
Din (1) g1 (3) rezulta sirul de rapoarte egale : 2 b e d e = 360 =10"

15 6 9 12 36
si, astfel, obtinem :  a=40", b=350", ¢ =60", d=90", e=120".

2. Solutie. a) Numiarul prietenilor lui 2014 este 0. Intr-adevir, daci 2014 ar avea un
prieten, acesta ar fi de forma abcd.

Daci b e{O,l, 2,3,4}, atunci b se transforma in & +1# 0, 1ar dacd b E{S, 6,7,8, 9},

atunci b se transformain »—1 # 0. Concluzia este ca 2014 nu are prietem.

b) Un prieten al lm1 456456...456 are forma a,a,a;...c,30330@0;;-
de 1007 ori 456

Conform regulilor impuse de problem3, deducem c3:

o fiecare dintre ciftele a,q,,...,a;, trebuie sa fie egala cu 3 sau cu 5, dec

C 1007 . .
existd 2.2....-2=2"" modun de alegere a cifrelor 4,,4,,...,a;,;
107

o fiecare dintre ciftele a,,a:,...,a;,, trebuie si fie egald cu 4 sau cu 6, deci

existi 2-2-...-2 =2"" moduri de alegere a cifrelor a0,y .
1007

o fiecare dintre cifrele «,,q,....,a,,,. trebule si fie egald cu 7, deci existid un

singur mod de alegere a cifrelor a,,q,,...,a@;,.

In final, conform regulii produsului, deducem c3 numarul prietenilor Iui
456456..456 este egal cu 2" . 2% .1 = (21 )2_

de 1007 on 456

3. Solutie. Pentru p =3 = p° +6* =3° +6" =729+ 216 = 945.
Pentru p>3 = p° +6° >3°+6° =945 si pentru p <3 (adicip=2) =
= p° +67 <3°+6 =945 Deci 4={3} = Card 4 =1.

Vom demonstra ca g1 Card B =1.
Pentru p =2, avem:
2° +6° :6n+945<:>64+36:6n+945<:>6n:—845<:>n:—%¢N.
Pentru p =3, avem: 6

3 +6" =6n+945 5945 =6n+945 o n=0eN = (0.3) e B.
Pentru p > 5, p prim, avem:
peM+lsau pe M +5=>p e M +1=p’ e M+1= p° +67 e M +1.
Dar 61+945 = 61+942+3 € M, +3, deci egalitatea p° +6” =6n+945 nu poate avea loc.
Rezulti ci B = {(0,3)} — Card B =1= Card 4 = Card B.



SOLUTII, CLASA A VII-A

1. Solutie. a) Calcul direct.
3(26+3
b) E(ab)=2m2-— 404l 5 3 341, 3(2643)
a+4 2543 a+4 2543 3b+1
sa= 4P 2T 0 T cZmshile{ T LLT) o
3b+1 3b+1 3b+1

=3b e {0,6} = b €{0,2}. Apar situaiile:
o« b-0=a=-2+7=5
« b=2=a=-2+1=-1,
deci ecuatia are exact doud solutii: (a,b)=(5,0) ¢ (a,b)=(-12).

¢) Cautam a,b e N astfel incét E(a,b} = 2a +45 + ;§+; e N. Evaluam cei doi
a+ +

termeni ai sumei:
2a+5 <2&a+4<2a+5<2a+8, evident;

e 1<
a+4
o 0<3b+1<2<:>0<3b+1<4b+6,evident.
2b+3
Atunci 1<2a+5+3b+1 <4 ¢ cum 2a+5+ 3b+1 trebuie 83 fie numar natural, ar
a+4 2b+3 a+4  2b+3
. . 2a+5 3b+1 2a+5 3b+1
trebuie s3 existe a,b e N astfel incét at + T 9 gan 22F + *_3
a+4  2b+3 a+4 2643

Tinénd cont ci E(S, 0) =2 E(9,5) =3, adicd valorile 2 ¢ 3 sunt atinse, rezulti ca

M ={2,3}.

2. Solutie. Construim EQ||AD, Q cAB.

B

Atunct < EQB = < DA B (corespondente) g1 cum trapezul ABCD este 1soscel, avem
<DAB =<xCBA. Deducem ca <EQB =<EBQ, dect AEQB este isoscel cu EQ=EB si
cum din ipotezd DF = EB, obgnem DF = EQ.

Din DF || EQ g1 DF = EQ rezultd cd DFQE este paralelogram, deci prin mijlocul
M al diagonalei [ EF| trece i diagonala [DQ].

Deducem acum c¢d AMCD = AMPQ (U.L.U.) s1astfel CAf =MP care impreund cu
EM = MF implica CEPF paralelogram, deci CF || EP.



3. Solutie. Notam cu m,n+1,7+2,...,7+15 numerele cu suma

(n+n+15)-16

S=n+(n+1)+(n+2)+..+(n+15)= =(2n+15)-8,

de unde rezulta ca 2n+15 este cub perfect impar.

Avem 7210 s1 n+15<99=10<n <84 =20<2n<168 =
=35<2n+15<183=2n+15=125=>n=45 @ cele 16 numere sunt: 55=5-11
56=2".7, 57=3.19, 58=2.29, 59 =nr. prim, 60=2%.3.5 6l=nr. prim, 62=2-31,
63=3".7, 64=2°=8" 65=5.13, 66=2.3.11, 67 =nr. prim, 68=2%.17, 69=3.23,
70=2.5.7.

Presupunem prin reducere la absurd ca existi o linie (demonstratie analoagi pentru

coloand) cu produsul P al elementelor egal cu un patrat perfect st notdim cu L mulumea
format3 din cele 4 numere de pe acea linie.

Dacd 57 € L = P19 & P nu este divizibil cu 19’ = P nu este pitrat perfect.

Daci 58e L = P29 s P nu este divizibil cu 29’ = P nu este pitrat perfect si
folosim aceeagsi idee in cazurile 59 c L, 61e L,62e L,65¢L,67cL,68cL, 69 ¢ L.

Ramén doar 7 numere care se pot afla in multimea Z, adica 55, 56, 60, 63, 64, 66, 70.
Reamintim ci 55=5-11, 56=2".7, 60=27.3.5, 63=3".7, 64=2°=8", 66=2-3-11 si
70=2.5.7.

Notam cu A4 = {55,60,70} multimea numerelor divizibile cu 5, cu B ={56,63,70}

mulfmea numerelor divizibile cu 7 si cu C ={35, 66} mulfimea numerelor divizibile cu 11.
Fiecare din cele tre1 mulfimi trebuwie s3 aiba un numdr par de elemente pe linia data, adicd O
sau 2.

L. Daci L nu confine niciun element din 4 = L = {56,63, 64, 66} s1 P nu este pitrat
perfect.

II. Dacd L nu contine niciun element din B= L ={55,60,64,66}, deci
P=5.11.2".3.5.8.2.3.11=2".3*.5* .8’ .11’ gi nu este patrat perfect.

Cazurile [ i I nefiind posibile = 4 si B au céte 2 elemente pe linia data.

1. Dacd 70 ¢ L = L ={55,60,56,63} = P nu este patrat perfect.

2. Daca 70 € L avem:

i) 55,70 e L,60 ¢ L. Din 55 L = 66 e L = 55,66,70 ¢ L cu
a) 56eL,63¢L—= P=55-66-70-56=2°.3.51.77 .11 care nu este

patrat perfect,

b) 56 ¢ L,63cLl = P=55.66-70-63=27.3".5*.7".11% care nu este
patrat perfect.

i) 60,70 L,55¢ L. Din 55¢ £ = 66 ¢ Lcu

a) 56¢£,63¢ L —=P=60-70-56-64=2°.8".3.5".7" care nu este
patrat perfect;

b) 56¢ L,63e L=P=60.70.63-64=2".8.3".5".7" care nu este
patrat perfect.

Deci P nu este patrat perfect in niciunul din cazurile studiate.



SOLUTII, CLASA A VIII-A

1. Construim WVJ_BC(NG(BC)) si notdm {G} =VNNBM. Observim G cid este centrul de
greutate al triunghiului VBC si deci VG =2GN (1).
in triunghiului BGN avem m( £BNG)=90" g m(£GBN)=30" de unde BG=2GN (2).
Din (1),(2)=BG=2VGsgi deci BM =VN.Din ultima relafie deduce cd in triunghiul
VBC avem CV =CB.Dar CV = BV, asadar triunghiul V5C este echilateral. Deci VABC este un
tetraedru regulat i astfel AG 1| (VBC).Deci distanta de 1a 4 la dreapta BM este lungimea inaltimii
tetraedrului regulat de muchie «, adica AG :g.

2. Deducem ci x° + y° este patrat perfect deci
NEAES =teN:>xy:3t—3:>(x+y)2 ="+ 5 +2xy=1" +61 -6 :(t+3)2 —15:>(x+y)2 —

—(H—3)2 =—15= (x+y—1-3)(x+y+1+3)=—15x+y—1-3<x+y+1+3
Cazul 1 Cazul 3

x+y—1t-3=-1 _ x+y—1-3=-5
SRS TR DTS

= (x,3)e{(0.-1);(-1,0)}

x+y+1+3=3

Cazul 2 Cazul 4

{x+y_;_3:—3:>(x,y)e{(o,l);(l,o)f {

X+y+i+3=5

x+y—1-3=-15

—3,—4);(—4,-3)!
v PEnelEAR3)

3. Notdm cu S = +a, +a; +...+a,. Atunci avem

5 2
y + (25 N an . alz a% - aﬂ S (611 + [£35) +... +61M) _
. . A 5 =+ 72— SR =
a s a, aS—-a aS-—a al—-a, S —(al +a2+...+aﬂ)
g2
5 — , din inegalitatea lui Bergstrom.
S —<a1 +a2+...+aﬂ)
Apoi avem
g2

n
> <:>(n—1)S2 ZnSz—n(alz+a§+...+a§)<:>n(a12+a§+...+a§)2S2
% (2 42 2\ T a1

—| +a2 +"'+a?3

adevarat din C.B.S..Am aratat,deci,cd

nay na, ne, 1
> +— +ot— > (1)
nw(a+at.ta) B (qragt.+a,) (g +ay+..+a,y) n-1
Din inegalitateta mediilor avem
2 2
1 + ! +...+ ! > 7 __n : deci rezultd ca
S—a S-a, S-a, S-a+S-a,+.+S-a, (n-1)S
4 . 4 . 4 L4 on 4 2)
nz(a2+a3+...+aﬂ) nz(a1+a3+...+an) nz(a1+a2+...+a”_l)_n2 (n—l)S (n—l)S,
Din (1)si (2)avem
na; +4 na, +4 na, +4 1 4

+...t

> =
nz(az +a3+...+aﬂ) nz(a1+a3+...+aﬁ) nz(a1+a2+...+ax_l) n—1+(n—1)S
atatat.. ta,+4

(n—l)(al +a; +as +...+an)




