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a) Numarul 2341 poate fi atat descazut, cat si scazator. Problema are doud solutii:

Daca 2341 este descazut, celdlalt numar este 2341 — 714 = 1627 v (2p)
Daca 2341 este scazitor, celdlalt numar este 2341 + 714 =3055 i (2p)
b) Fie asib cele doud numere; atunci a-b =646 . Daca a se mareste cu 10, atunci:
(a+10)-b =986, de unde rezultd cd ab+100=986 ... (1p)
Obtinem 10b=340,deunde b=34 si a=19 (2p)
) o ) B {n:6a+b, b<6
Fie n un numar ca in enunt; atunci avem relatiile § L (2p)
n=1lb+a, a<1l
Din relatiile de mai sus rezultd 6a+b=11b+a,deunde a=2b si n=13b  ....cceiiiiienn (2p)
Cum a,b=0, avem be{1,2,3,4,5}, pentru care se observd ca a=2b<11.
in concluzie, solutiile problemei sunt 13,26, 39,52,65 L (3p)
Pentru scrierea numerelor de la 2 la 8 se folosesc 4 cifre. De la 10 la 98 sunt 45 de numere pare, pentru
scrierea carora se folosesc 2-45=90 cifre L 1p)
Sunt 450 de numere pare de trei cifre, pentru scrierea lor fiind nevoie de 1350 cifre ................ (2p)

Ca urmare, pentru a scrie toate numerele pare de la 2 la 998 este nevoie de 1350 + 90 + 4 = 1444 cifre.
Mai trebuie scrise numere de patru cifre pentru a acoperi restul de 2013 — 1444 = 569 cifre
Cum 569 : 4 = 142, rest 1, inseamna ca cifra cautatd este prima cifra a celui de-al 143-lea numar par de

patru cifre (pentru cé trebuie scrise 142 de numere pare de patru cifre si inca o cifrd) ................. (2p)

Al 143-lea numar par de patru cifre este 1000+2-142 =1284, deci cifra cautata este 1 .............. (2p)

Pe prima linie a dreptunghiului se coloreaza 1 (un) patritel, pe a doua 2 patritele, pe a treia 2°, pe

urmitoarea 2° si asa mai departe, pe ultima linie se coloreaza 2" patritele  ....c..ccccoverrernnnes (2p)

Numirul total de pétratele colorate este 1+2" +2° +...+2"" =2" —1 (cu demonstratie!) ........... (3p)

Obtinem ca 2"-1=127 , de unde n=7 . Dreptunghiul are 7 linii si 2° =64 coloane (numirul

coloanelor este egal cu numarul de patritele colorate ale ultimei linii) .o, (2p)
Deoarece 2a-+3b|ab, rezultd ci existd k € N* astfel incdt ab=k(2a+3D)  ooccoevveesrereenrnnne (1p)
Se observa cd pentru k >5 avem 5(2a+3b) =10a+15b >10a+b=ab, deci k €{1,2,3,4} ... (2p)
Pentru k =1 avem 10a+b=2a+3b=b=4a, cusolutiile a=1b=4si a=2,b=8 ... (1p)
Pentru k =2 avem 10a+b=4a+6b=5b=6a, cusolutiile a=5b=6  ......ccccorrrn.. (1p)
Pentru k =3 avem 10a+b=6a+9% =a=2b, cusolutiile a=2,b=1; a=4,b=2;

a=6,b=3sia=8b=4 1p)

Pentru k =4 avem 10a+b==8a+12b =11b =2a, pentru care nu se obtin solutii  .............. (1p)

in concluzie, numerele ciutate sunt 14, 28, 56, 21, 42, 63 si 84.

Folosind proprietatile divizibilitatii, avem relatiile
19|a=19|2a=19|2a+19
17|a+1=17|2a+2=17|2a+2+17=17|2a+19
15|a+2=15|2a+4=15|2a+4+15=15|2a+19
13|a+3=13|2a+6=13|2a+6+13=13|2a+19

Ca urmare, 2a+19 este divizibil cu c.m.m.m.c. al numerelor 13, 15, 17 si 19, adicd cu 62985 ... (2p)
Cea mai mica valoare a lui a se obtine cand 2a+19 = 62985, pentru care a =31483. Numerele cautate

sunt 31483=19-1657 , 31484 =17-1852 , 31485=15-2099 si 31486 =13-2422 .......cccceouenuve. (1p)
Fie m(«ABC) = x ; atunci m(«xBAC) =7x si m(«MBA) =90°—X ......... (2p) c
Deoarece M se afla pe mediatoarea lui [AB], rezulta ca triunghiul A
MAB este isoscel, deci m(«xMAB) = m(xxMBA) =90°—X ..ccccecvrurenee (2p)
Deoarece m(<MAB) + m(<«BAC) =180°, rezulta ca
90°—x+7x=180°, deunde x=15° ... (1p)
Unghiurile triunghiului ABC au masurile 15°, 105°, 60° ........... 2p) {g
Relatia din enunt este echivalenta cu 1 + 1 = 1 + 1 = 1 + L (1p)
3 x 5y 7 z

Atunci £—1=£—£=i,de unde l=1—i,adic€1 X = 212 (2p)

z x 37 21 x z 21 21-4z
Cum xeN,rezultd 21-4z>0,deci ze{1,2,3,45} e (2p)

Studiind cazurile, se obtine singura solutie z=5, x=105, y=7 .. (2p)
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Problemal. Avem x*+6x+52=(x+3)’+43 y*-10y+84=(y-5%*+59 ... 2p)... (2p)
Atunci 2537 =[ (x+3)* +43][ (y=5)° +59]243-59=2537 . (2p)

Caurmare, (x+3)°+43=43 si (y—5)*+59=59,deunde Xx=-3 §i Y=5 ceoreervrrrerrrerrrnn. (1p)

Problema2. a) Patrulaterele ABDE, ACDF, BCEF sunt paralelograme e (2p)
BD = AE, CD = AF, BC =EF , deci ABCD=AEFA (cazul LLL) oo (1p)

b) AB=DE, AC=DF,BC=EF,deci P, =P.c ™ e (1p)

Deoarece AB < AG +BG, BC <BG +CG, CA<CG+ AG, rezulta ca:

P <2(AG +BG +CG) = 2(GD +GE +GF), de unde % < GDfﬂ ........................ (1p)

DEF

Fie A',B’,C’ mijloacele laturilor [BC], [CA], [AB], atunci AG +BG +CG = %(AA’+ BB'+CC’)

Relatia GD+GE +GF < % P, este echivalentd cu AA'+BB'+CC’'< AB+BC+CA, care se

obtine din relatiile AA' < %(AB + AC) si analoagele (lungimea fiecarei mediane a unui triunghi este

mai mica decat media aritmetica a lungimilor laturilor ce pleaca din acelasi varf) ................ (2p)
Problema 3.  Fie X, X,,..., X,; numerele scrise pe cele 25 de cartonase. Atunci
not
% =X =X = Xs| = =%y =X =[Xs =% | =d (1p)
Atunci exista o alegere a semnelor +/— astfel incat
X, =X =%d, X, =X, =%d,..., X =X =£d, X, =%, =2d (2p)
Adunénd aceste relatii, rezultd 0=d-(£1+1+...£1) (in paranteza 1 apare de 25 de ori) ........... (2p)
Indiferent de combinatia de semne +/—, numarul din paranteza este Intreg impar, deci nenul, de unde
rezulti cd d =0. Caurmare, X, =X, =...= X5 = % =81 (2p)
Problema 4.  Se prelungeste [CB] cu segmentul [BT]=[DF], Be(TE) e (1p)
AADF = AABT = «TAB = «DAF = m(TAE) =m(<TAB)+m(<xBAE)=90"-45 =45 ... (1p)
ATAE = AFAE = Aue = Axe ST AL = Asr + Aise = Aior + Auee = Arne = Auor + Pe oo (2p)
Avern =2A (1p)
Agr =(Agep — A ):2=(25-3):2=11cm* (2p)
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Problemal. Seobservici a-(bc+b+l)=abc+ab+a=ab+a+l (2p)
ab-(ca+c+l)=abc-a+abc+ab=a+l1+ab = (2p)

AmplificAnd cu a a doua fractie a sumei E si cu ab pe a treia, obtinem
7a—-5 7ab—5a 7abc —5ab 7a-5 7ab-5a 7-5ab

= + + = + + =
ab+a+1 a(c+b+1) ab(ca+c+l) ab+a+l ab+a+l ab+a+l
_7a-5+7ab-5a+7-5ab 2ab+2a+2

brarl =—biail =2 L (3p)
Problema 2.  Deoarece a®—b®=(a—b)(a®+ab+b?), rezultici a’ +ab+b’ = aa_E = % SSON ) (1p)
Cum a’—2ab+b>=(@-b)>’=7y*cQ (2) (2p)
Din relatiile (1) si () rezulticid abeQ si @ +b°eQ (2p)
Atunci a_z+b_z ¥ +b: _ @by —22(ab)2 €eQ (2p)
b* a (ab) (ab)
Problema3. a’*+12a°+49a+69=0<(a+4)°%+(@+4)+1=0 (1) s (2p)
b*—0b? +28b-31=0< (b=3)° +(b=3)-1=0 (2 (2p)
Prin insumarea relatiilor (1) si (2) avem: (a+4)° +(@+4)+([0-3)> +(0-3)=0 ..cevoevvereererrrnee. (1p)
Notaind x=a+4, y=b-3, rezulti x*+y’+x+y=0<=(X+Yy)-(xX* —=xy+Yy*+1) =0, de unde se
obtine x+y=0,adicdi a+b=-1si (a+b)*®=-1 (2p)
Problema 4.  Planele (ABD) si (C'BD) sunt egal inclinate in raport cu (ABC), deci m(<(C'BD);(ABC))=45"...... (1p)
Fie P (BD) astfel incat C'P L BD, rezultd c& m(<<(C'BD);(ABC))=m(<«CPC")=45"........cccooorrrmr... (2p)

Planele (AB'D’) si (C'BD) sunt paralele si determin pe diagonala [A'C] segmente congruente avand lungimea

egali cu 1 A'C Deducem ca distana dintre planele (AB'D’) si (C'BD) este egala cu d(C,(C'BD))sl (1p)
3

Deducem ca CC'=CP = CBB‘I;:D —24cm d (C;(C’BD)) =d(C;CP) =122em 2R)... (1p)



